Maths - DS n°5 - Vendredi 2 avril, 2 heures

Correction DS n°5

Exercice 1.

1) L’image d'un segment par une fonction continue est un segment : on peut donc affirmer

qu'il existe deux réels m < M tels que I = [m; M].

2) On suppose que [m; M| C [0;1].
Il existe donc a € [0;1] et b € [0;1] tels que f(a) =m, f(b)=Met 0 <m < M < 1.
Soit g : x € [0;1] — f(x) — .
9(0) = £(0) > m > 0.
g(1)=f(1)—1<M—1<0.
De plus ¢ est continue : donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, g s’annule sur
[0; 1] : autrement dit,

de € [0;1], f(e) =¢

Exercice 2.

1) Soient @ € R et k € IN : par définition,
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limité précédent, et en remarquant que Arcsin(0) = 0, on a :
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6) De méme qu'a la question précédente, en remarquant que Arccos(0) = 5
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Exercice 3.

1) Soit P € E,. P est donc un polynéme de R, 1[X] et peut s’écrire :

P=a, X"+ Zaka
k=0

De plus P(0) = 0 donc ZakOk =ag = 0.
k=0
= G (X + D" 4> ap (X + 1)F = g, X = g X
k=1 k=1

= A X" — 4 X+ an+12( n—]: L )Xk +Zak [(X + l)k — Xk]
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¢n (P) est donc un polynome de degré inférieur ou égal a n : ¢, est a valeurs dans R,,[X].



De plus, soient P, Q) deux polynomes de E,, A, i deux réels.
(AP + Q) = (AP + pQ)(X +1) = AP — pQ = N(P(X +1) = P) + p(Q(X + 1) — Q).
Donc ¢,, est linéaire :

Pn € L (En, Rn[X])

3) Par définition deg P, = k. Donc les polynémes Py, pour k € [1;n + 1], appartiennent tous
a R,1[X].

I1 suffit donc de vérifier que P,(0) = 0.
k=1

Or, comme k£ > 1, le produit l_[(X — 4) définissant P contient au moins un facteur :
k-1 =

Pe=Xx]J(x -
i=1

Donc, pour tout k € [1;n+ 1], P.(0) = 0.

En conséquence, la famille B,, est une famille de polynoémes de E,,.

4) La famille B, est échelonnée en degrés et ne contient pas le polynome nul. Elle est donc
libre.
De plus, dim E,, < n+ 1 car F, est strictement inclus dans R, 1[X] qui est de dimension
n+ 2.
Donc B,, est une famille libre de n 4+ 1 polynomes dans un espace de dimension inférieure
ou égale a n + 1 : c’est donc une base de FE, - on peut de plus affirmer, de ce fait, que
dimFE, =n+1.

5) E, et R,[X] sont de méme dimension. Pour montrer que ¢,, est bijective, il suffit donc de
montrer qu’elle est injective.
On pourrait le faire en calculant le noyau de ¢,,.
k=1
k )
Ou remarquer que ¢, (X") = Z( , )X’.
i

i=0
La famille (X; X?;...; X™™1) est une base de E,, puisqu’elle est libre et comporte n + 1 =

dim FE,, vecteurs.
Or son image est une famille de n + 1 vecteurs de R,,[X], échelonnée en degrés, donc libre.

Ainsi, I'image par ¢,, d'une base de E,, est une base de R,,[X] : ¢,, est donc un isomorphisme.

6) Soit k € [1;n] :
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