CHAPITRE 22. PRODUIT SCALAIRE ET ESPACE EUCLIDIEN PCSI, 2019/2020

b) Produits scalaires sur C°([a; ], R)

Ex. 22.3 (Cor.) Soient a,b € R (avec a < b) et h une fonction continue et strictement positive
sur [a; b].
Montrer que l'application qui & deux fonctions f et g continues sur [a;b] associe

b
(flg) = J f)g(t)h(t)dt

est un produit scalaire.

Définition 22.5
Soient a,b € R.
On appelle produit scalaire canonique sur le R-espace vectoriel C°([a; ], R) 'application

qui & tout couple (u,v) € (C°([a; b], R))* associe

(u|v) = f u(t)o(t)dt

Ex. 22.4 (Cor.) Dans R3[X]| on donne les polynomes Py = 1, P, = X, P, = 3X? — 1 et
Py =5X% - 3X.
1
1) Calculer pour ¢,5 € [0;3], (P FP;) = J P(t)P;(t)dt.
1

2) En déduire les coordonnées de Q = X3 + X? — X + 2 dans la base B = (Py; Pi; Po; P3).

Remarque : ces polynomes sont appelés polynémes de Legendre.

III. Norme associée a un produit scalaire

I11.1. Définition

Définition 22.6 (INorme sur un espace préhilbertien réel)

On appelle norme associée a un produit scalaire (-|-) sur un R-espace préhilbertien F

N:{E—>R+

u = N(u) =4/ (ulu)

I’application définie par

Notation
| La norme d’un vecteur u est notée ||ul|.

Ex. 22.5 (Cor.)  Soient u et v deux vecteurs d’'un espace préhilbertien réel.
1) Eerire ||u % v||* en fonction de |jul), [[v]| et (u|v).

2) En déduire trois expressions de (u|v) ne faisant intervenir que ||u £ v||, ||u|| et ||v]].
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Remarques

e La positivité du produit scalaire garantit I'existence de la norme.

e La définition du produit scalaire implique que [|u]| =0 < u = 0.

I11.2. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 22.7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Quels que soient les vecteurs u et v d’'un R-espace préhilbertien, on a
|(w|v)] < [l v

De plus, il n’y a égalité que si les vecteurs u et v sont colinéaires.

4 Démonstration

Considérons la fonction f: A € R — |Ju+ Av|°.

FO) = JJul]® +2X (u|v) + A2 ||v]|* = 0 quel que soit la valeur de A (puisque le carré d'une norme
est toujours positif).

Le discriminant de ce polynome du second degré en \ est donc négatif.

A =4 (ufv)” =4 ]lu]* [lo]* < 0.

D’ou I'on tire I'inégalité annoncée.

De plus, si f(A) =0, alors A = 0 (I’équation posseéde une solui(:iolng et, ou bien [|v]| =0 et u et
— (ulv

—.
[l

v sont colinéaires, ou bien ||v|| # 0 et f(Ag) = 0 pour A\g =

On a donc u + Agv = 0 donc u et v sont encore colinéaires.

- /

Ex. 22.6 (Cor.) Ecrire la définition de la norme et I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les produits
scalaires canoniques de R™ et de C%([a; 8], R).

432



