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IV.5. Théoremes de Pythagore

Théoréme 22.17 (Théoréme de Pythagore : 1°*¢ version)
Soient u et v deux vecteurs de F.
ulvs fluto|=llul®+ o]
( Démonstration A
Sens direct : supposons u L v. Alors
2 2 2 2 2
Ju+o|” = (u+vlu+v) = [[ul]” + Jv]" + 2 (u|v) = [[ull” + [Jo]” car (u|v) = 0.
Réciproque : supposons que ||u+v|> = ||u|”® + ||v|°.
Alors 2 (ufv) = |lu+ o[> = ||Jul|* = |lv]|* = 0 donc u L v.
- /
Théoréme 22.18 (Théoréme de Pythagore : 2°™¢ version)
Soit F = (wi);c[1,, une famille orthogonale de vecteurs de E.
n - n
2
2wl = 2l
i=1 i=1
(" Démonstration A
Supposons que F = (u;);c[;., S0it une famille orthogonale.
2
n n
Alors Zui = Z s> + 2 Z (wiluy).
i=1 i=1 1<i<j<n
Or tous les produits scalaires sont nuls car la famille est orthogonale.
2
Donc Zui = Z ]|
i=1 i=1
\NB : dans le cas ou n > 3, la réciproque de cette propriété est fausse! )
f Important ! Réciproque du théoreme de Pythagore
La réciproque du théoreme de Pythagore n’est valable que dans le cas de la somme de deux
vecteurs. Dans le cas de trois vecteurs ou plus, on peut trouver des contre-exemples.

Ex. 22.9 (Cor.)  Dans R? muni de son produit scalaire canonique, on donne les trois vecteurs
u=(1;2),v=(0;2) et w=(0;—1).

Que valent ||u+ v+ w||® et |Jul|® + ||o|* + ||Jw]|]® ?

La famille (u,v,w) est-elle orthogonale ?

Donner un exemple d’une famille de quatre vecteurs qui vérifie 'identité de Pythagore mais qui
n’est pas orthogonale.

IV.6. Orthonormalisation de Gram-Schmidt
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Théoreme 22.19
Soit F = (ui);c[1,) une famille orthonormale de E.
n
Quel que soit le vecteur v de E, v' = v — Z (ui|v) u; est orthogonal & tout vecteur de Vect F.
i—1
(" Démonstration )
n
Soit F = (wi);c[1, une famille orthonormale de E, v € E et v' =v — Z (w|v) u,;.
=1
Soit w € Vect F. .,
(vw) = (v|w) = > (uifv) (uijw) par lindarité.
i—1
n
Donc (v'|w) = (v w — Z (u,—|w)ui).
=1 .
Nous allons montrer que w' = w — Z (wijw) u; = 0p.
i—1
En effet, w € Vect F donc w = Z Aill;.
=1
Or, Vj € [L;n], (wlu;) = Z Ai (ui)u;) = A; car la famille est orthonormée.
. i=1
Donc w = Z (wlu;) u;, donc w' = Op.
=1
\Ceci prouve que (v'|w) = 0 donc que v’ est orthogonal a tout vecteur de Vect F. )
o N
W Méthode : Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Le théoreme précédent permet de construire a partir d’'une famille F = (uq;)je[[lmﬂ libre de

vecteurs non nuls de £ une nouvelle famille 7' = (v;) ie[1;n) Orthonormale.
[’algorithme qui en découle est appelé procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmaidt
et se décompose comme suit :

e g . Uy o R .
e Initialisation : vy = —— est un vecteur unitaire et forme donc (& lui seul) une famille
[
orthonormale.

e Propagation et hérédité : pour i allant de 2 a n, on suppose que la famille 7| | =
(V) peqii—1p €st orthonormale
i—1
* calculer u] = u; — Z (vg|u;) vg. D’apres le théoreme précédent u! est orthogonal &
=1
tout vecteur de F/ . De plus u est non nul car F est libre (par I'absurde si l'on

n’est pas convaincu).

ul

]
2

* Le vecteur v; = est donc unitaire et orthogonal a tout vecteur de F; ,. La
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famille F§ = (vy)ycpy,p st donc orthonormale.
e Conclusion : a l'arrét de I'algorithme, la famille 7' = (Ui)ie[[l;n]] obtenue est orthonor-

male.

Ex. 22.10 (Cor.)

1) On définit sur Ry[X ]| I'application (P, Q) — (P|Q) = P(—1)Q(—1)+ P(0)Q(0)+ P(1)Q(1).
Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.
1

2) Méme question pour (P, Q) +— (P, Q) = f P(t)Q(t)dt.

-1
3) Trouver une base orthonormale de E dans les deux cas précédents.
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