CHAPITRE 22. PRODUIT SCALAIRE ET ESPACE EUCLIDIEN PCSI, 2019/2020

V. Orthogonalité en dimension finie

Dans cette section, (F,+,.) est un R-espace vectoriel de dimension finie n € IN* muni d’un
produit scalaire noté (-|-).

Il s’agit donc d’un espace euclidien.

V.1. Bases orthonormées

Définition 22.20 (Base orthonormée)

On appelle base orthonormée ou base orthonormale d’un espace euclidien F' toute

famille libre, génératrice et orthonormale de F'.

Théoréme 22.21 (Existence de bases orthonormées)

Tout espace euclidien F' possede au moins une base orthonormée.

~

(" Démonstration
F étant de dimension finie, il possede une base B. Par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt, on construit une famille B orthonormale de méme cardinal. Or d’apres la

propriété 22.16, cette famille est libre, de cardinal égal a la dimension de E, donc c’est une

L base. )

V.2. Coordonnées en base orthonormée

Propriété 22.22 (Propriété fondamentale des espaces euclidiens)

Soit B = (ui)ie[[l;n
Alors, pour tout i € [[1;n] la coordonnée suivant u; de tout vecteur v de F' est

) une base orthonormée de F' (euclidien).

zi = (uglv)
" Démonstration h
B étant une base de F', tout vecteur v se décompose de maniére unique sous la forme
n
v = Z TiU;
i=1
ol (2i);eq1.) € R”. On a alors pour tout k € [1;n]
n n
(v|ug) = (Z T, uk) = Z x; (u;|ug) = xy car la base est orthonormée.
i=1 i=1
o J

V.3. Expressions du produit scalaire et de la norme
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Propriété 22.23
Soit B = (u;)

) une base orthonormée de F' (euclidien).
n n

i€[Ln

Alors quels que soient les vecteurs v = Z Tu; et w =

n
o (v|w)= leyl,
i=1

n
o [lo =4 > 22
=1

Y;u; on a
i=1 i=1

(" Démonstration )
n n n n
(’Ul’LU) = (Z TiU; Zyiui) = ZZ TiY; (ul|u])
i=1 i=1 i=1 j=1
La base étant orthonormée, (u;|u;) = 0sii# j et (w;lu;) =1sii=j.
n
Donc (v|jw) = Zx,—yi.
=1
En utilisant Celrésultat pour w = v, on obtient immédiatement que
n
2
ol = (vlo) = D ja?.
9 i=1 J

V.4. Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension

finie

Théoréme 22.24

Soit E un espace préhilbertien réel (donc de dimension quelconque) et F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E (donc un espace euclidien).

Quel que soit le vecteur u € E, il existe un unique vecteur v = pp(u) € F tel que u —v € F*.

/Démonstration )

Soit B = (vi),c[1,,) une base orthonormée de F.

Analyse : supposons qu’il existe un vecteur v satisfaisant aux hypotheéses du théoreme et
n

décomposons v dans B : v = Z Tiv;.

i=1
Pour tout ¢ € [1;n], (ulv;) = (u — v + v|v;) = (v|v;) = 2.

Si v existe, il est donc unique et v = Z (u|v;) v;.
i—1

n
Synthése : soit w = Z y;v; un vecteur quelconque de F'.
i=1

(u—vw) = (u - i (u|vy) vy

i=1

n n

iyivi) = Z (ulvg) yi — Z (u|v;) y; = 0.

i=1 =1

441



CHAPITRE 22. PRODUIT SCALAIRE ET ESPACE EUCLIDIEN PCSI, 2019/2020

n
Conclusion : le vecteur v = Z (u|v;) v; est T'unique vecteur de F tel que u — v € F*.
i=1

Définition 22.25 (Projection orthogonale sur un espace euclidien)
Soit F un espace préhilbertien réel (donc de dimension quelconque) et ' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E (donc un espace euclidien).

On appelle projection orthogonale sur F la projection sur F parallelement & F'*.

Autrement dit, la projection orthogonale sur F' est 'application pp qui a tout vecteur u de E

associe I'unique vecteur v de F' tel que u — v € F*.

Corollaire 22.26

Soit E un espace préhilbertien réel (donc de dimension quelconque) et F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de F (donc un espace euclidien).

Tout vecteur de E s’écrit de facon unique comme somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur
de F+.

V.5. Remarque importante

Les théoremes de la sous-section précédente ne sont valables que pour un sous-espace vectoriel F'de
dimension finie. [’exercice suivant donne un contre-exemple dans le cas ou F' est de dimension
infinie.

Ex. 22.11

1) Montrer qu'une application continue de [0; 1] dans R, qui s’annule sur tout intervalle ouvert
non vide I C [0; 1], est Papplication nulle.
Indication : pour une application f € F(FE, F'), s’annuler et étre nulle ont des signi-
fications (tres) différentes...

2) Soit £ = C"([0;1], R) muni de son produit scalaire canonique et F' = C*([0; 1], R).
a) Montrer que F*= = {x € [0;1] — 0}.
b) En déduire que si f € E\F, il n’existe pas de fonction g € F' telle que f — g € F'*.
¢) Que vaut (FL)L ?

V.6. Propriétés

Propriété 22.27

Soit E un espace préhilbertien réel (donc de dimension quelconque) et F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E (donc un espace euclidien).

La projection orthogonale pr sur F' est un projecteur, autrement dit pr o pr = pp.

4 Démonstration N

n

La démonstration du théoreme 22.24 montre que Yu € E, pp(u) = v = Z (u|v;) v; ot (v;) est
i—1
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une base orthonormée quelconque de F'.
11 suffit de montrer que pp(v) = v.
n
Or pp(v) = Z (v|v;) v; = v puisque la base est orthonormée (on retrouve les coordonnées de

i=1
v en base orthonormée).

/
Propriété 22.28 (Inégalité de Bessel)
Avec les mémes hypotheses que précédemment, quel que soit le vecteur u € E,
lpr (W] < flull
(" Démonstration h

Par définition du projeté orthogonal, pr(u) est I'unique vecteur de F tel que u — pp(u) € F*.
Donc ||ul]®> = [Ju — v +v||*> = |ju — v||* + |[v||* car les vecteurs u — v et v sont orthogonaux.

\Donc [0]|* < ||ul|* ce quil fallait démontrer.

Propriété 22.29

Avec les mémes hypotheses que précédemment, quel que soit le vecteur u € E, v = pp(u) est

I'unique vecteur de F' vérifiant

lw = vll = min fju —w]|

(" Démonstration
Il suffit de montrer que pour tout vecteur w € F' distinct de v, |ju — v|| < [|[u — w||.
Soit w un tel vecteur.

2 2 2 2 2 2
lu = w|” = [lu =v+v—w|” = [[u=v[*+]v = w[+2 (u = v|v = w) = [Ju = v["+[jv — w[]" >

L | — v||* car d’'une part u —v € FX et v —w € F et d’autre part |Jv — w|| > 0 (v # w). )

V.7. Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace euclidien

Théoréme 22.30

Soient E un espace préhilbertien réel (donc de dimension quelconque) et F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E (donc un espace euclidien).
Alors F'* et F sont supplémentaires.

4 Démonstration

e Soitu € FFNEL
ueFetue Frdoncu L u: (uu)=0=u=0.
Donc F'NF+ = {0g}.
e Soit u € E. Le projeté orthogonal v = py(u) appartient & F et u — v appartient & F=.

Donc u = v + (u — v) est somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de F*.
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Donc £ = F + F+.
\Finalement, E=F®F': FetF sont supplémentaires.

Théoreme 22.31

Soient E un espace euclidien de dimension n et F' un sous-espace vectoriel de dimension p
. L
de E. Alors dim F- =n —p et (Fi) =F.

 Démonstration

On suppose que E est un espace euclidien de dimension n. D’apres le théoreme précédent,
F (de dimension p) et F'* sont supplémentaires : donc dim F* =n — p.

De plus, (F l)L est un sous-espace vectoriel de dimension n — (n —p) =pet F C (F L)L (car

par définition, tout vecteur de F est orthogonal & tout vecteur de F1).

Donc F' est un sous-espace vectoriel de (Fl)l, de méme dimension que lui : F' = (FL)L.
-

~

v

V1. Correction des exercices

Cor. 22.1:
1) Symétrie : (ulv) = x1x9 + Yy1y2 = 21 + Youy1 = (v|u).
Linéarité a gauche :
(Au+ polw) = (Axy + paz) x5 + (Ayr + py2) ys = A (2123 + y1ys) + 1 (2223 + Y2y3).
Donc (Au + pv|w) = A (ujw) + p (vjw).
Par symeétrie, 'application est aussi linéaire a droite donc bilinéaire.
Définition : soit u = xi + yj tel que (u|u) = 0. On a donc z* +y* =0 < (z = Oety
0) < u=0.
Positivité : soit u = xi +yj. (ulu) =22 +y* > 0.

[’application donnée est donc bien une forme bilinéaire symétrique définie positive, c¢’est-

a-dire un produit scalaire.

2) La démonstration de la question précédente reste valable si 'on décompose les vecteurs dans

la base B’ puisqu’aucune supposition n’a été faite sur la base B.
3) (ilj) = (1 +0j0i4+7) =1x0+0x1=0.De méme, (/, ;) = 0.
4) (') = (2i+j]2i+j)=4+1=05.

(I|7)=(2i+jli—25)=2—-2=0.

(1) =~ 2jli —2j) = 1+4 =5

Soient u = a7 + 1y, 5’ et v = ahi’ + yy ;.

D’une part, (u,v) = 2z + y195.
/

Drautre part, (uv) = (210" +y5'[w57" + y35") = @y (1) + (@19 + yixs) (7157) +yiys (5717)

par linéarité et symétrie.
Done (ulv) = 5 (2} + yu3) = 5(u,v).

(ule)

On en déduit que quel que soit u,v € F, (u,v) = 3

Cor. 22.2:
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