Maths - Chapitre 20
Séries

A notion de série repose sur I'idée que pour obtenir une approximation d’'un nombre (irration-
£ nel par exemple), on peut partir d'une approximation déja obtenue et lui ajouter un terme
suffisamment petit pour obtenir une approximation plus fine. C’est une notion d’une importance
fondamentale en mathématiques non seulement a cause de I'importance pratique de la notion d’ap-
proximation des nombres irrationnels, mais encore parce qu’elle est une synthese des notions de
suites, de sommes finies et -comme nous le verrons- fait aussi intervenir les notions d’intégrales ou
de développements limités.
Dans tout ce qui suit, u, v et w sont des suites réelles ou complexes définies sur une partie A C IN
et f une fonction de I C R dans K =R ou K = C.

I. Programme officiel

Intégration

CONTENU CAPACITES ET COMMENTAIRES

e¢) Formule de Taylor avec reste intégral

Pour une fonction de classe C"*, formule de Taylor

avee reste intégral au point a a l'ordre n.

Séries numériques

CONTENU CAPACITES ET COMMENTAIRES
a) Généralités
Séries a termes réels ou complexes; sommes par- La série est notée Zun. En cas de
tielles; convergence ou divergence; en cas de RS

convergence, sa somme est notée Z U
convergence, somme et restes. 4

n=

Linéarité de la somme.
Le terme général d'une série convergente tend vers Divergence grossiere.
0.

Séries géométriques : sommes partielles, CNS de
convergence, somme en cas de convergence.

Une suite (uy,), o converge si et seulement si la
série E Upi1 — Uy CONVErge.

b) Séries a termes positifs

Une série a termes positifs converge si et seulement

si la suite de ses sommes partielles est majorée.

391



CHAPITRE 20. SERIES

PCSI, 2019/2020

Pour f continue et monotone, encadrement des
sommes partielles Z f(n) a laide de la méthode
des rectangles.

Séries de Riemann

Si (tn ), €t (Vn), e sOnt positives et si, pour tout

n, u, < v,, alors la convergence de E v, entraine
celle de E Uy, et

Si (tn), e €t (Vn),cn sSont positives et si uy, v

alors la convergence de E v, est équivalente a celle

de Z Up,.

Sur des exemples simples, application a
I’étude asymptotique des sommes par-

tielles.

Cas ou l'inégalité n’est vérifiée qu’a par-
tir d'un certain rang.
Comparaison a une série géométrique, a

une série de Riemann.

¢) Séries absolument convergentes

Convergence absolue d'une série a termes réels ou
complexes.

La convergence absolue implique la convergence.

Inégalité triangulaire pour la somme dune série
absolument convergente.

Si (), €8t une suite complexe et si (vy,),, .y €5t
une suite de réels positifs, si de plus u,, = O(v,,)
et E v, converge, alors E u,, est absolument

convergente donc converge.

Le critere de Cauchy et la notion de

semi-convergence sont hors-programme.

d) Application au développement décimal d’'un nombre réel

Existence et unicité du développement décimal

propre d'un élément de [0;1].

La démonstration de ce résultat n’est
pas exigible.

On indique la caractérisation des
nombres rationnels par la périodicité de
leur développement décimal propre a

partir d'un certain rang.

I1. Introduction

II.1. Formules de Taylor

Théoréme 20.1 (Formule de Taylor avec reste intégral)
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Soit n un entier positif et f € C"T1(I). Alors

Ve €I, f(z) = f(zo) + (z — o) f'(z0) + -+ -+ Mf(")(a:o) +J

n!

(z—t)"

zo

4 Démonstration

On la démontre par récurrence :

Initialisation : pour n = 0, la formule s’écrit f(z) = f(xo) + f f(t)dt

J f(t)dt = f(z) — f(xo) et la formule est donc vraie au rang 0.

Hérédité - supposons la formule de Taylor avec reste intégral vraie au rang n entier donné.
Soit f de classe C""2(I). L’hypothese de récurrence nous permet d’écrire, pour f, la formule

de Taylor avec reste intégral a l'ordre n.

On a alors :
_\n _f\n+1 z —(p—t)nt+1 . , .
ffo %f () (H)dt = [+—?)n!f(”+1)(t)]xo — f;o % (+2)(£)dt en intégrant par partie.
Donc f;o %f(”ﬂ)(t)dt = %ﬂ“n( o)+ /., (l&ni;;, FOFD(1)dt, ce quiil fallait démon-
\trer. )

Ex. 20.1  Ecrire ce théoréme pour n =0et n=1

Théoréme 20.2 (Formule de Taylor-Young)

Soit n un entier positif et f € C*(I), alors

(x — xo)"

0L ) () + 0, (& = 70)")

Vo € I, f(z) = f(zo) + (z — z0) f'(z0) + - +

/Démonstration )

Pour commencer, une remarque : ce théoreme n’est pas un corollaire du théoreme précédent
puisque ses hypotheses, plus faibles, ne permettent pas d’utiliser la formule de Taylor avec
reste intégral.

On le démontre par récurrence :

Initialisation : pour n = 0, il s’agit de montrer que, si f est continue, alors f(z) = f(x) +
o 0oy 1)

Ceci est évident puisque lim f(z) — f(x¢) = 0 (la fonction étant continue).

Hérédité : supposons qulﬁe—> %Oour n donné, la formule de Taylor-Young soit valide.

Soit f de classe C"*1(I). En particulier, f est dérivable sur I et f’ est de classe C™(I).

On peut donc utiliser 'hypothese de récurrence sur f' :

Vo € I, f'(x) = ['(x0) + (& — x0) " (w0) + -+ - + g F D (o) + 04 (w0 — 20)")

On integre alors cette formule :
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(x — xo)"

+1 x
f(”“)(xo)JrJ 0y, ((t — 10)™) dt.

Fz)— flzo) = LO ft)dt = f(o)(z—a0)+- -+ (n+1)!

0
x

o n — o n+1
Montrons que f 0 ((t —x0)™)dt O ((z = a9)™™).
Zo

Pour cela, écrivons que 9 ((t —x0)") = (t—x0)™ X a(t) avec tlim a(t) =0 (c’est la définition
—T0 —0
des « petit o ».

En revenant a la définition de la limite : soit € > 0. Il existe n > 0 tel que |t — 2| < = —€ <
a(t) < e

g
En intégrant cette relation pour z € [xg — 1; 2o + 1), on obtient bien J 0 ((t —xo)")dt]| <
—2X0

zo

T —1 n+1

( +Oi = o ((x—ﬂ?o)n+1).

n T—T0
- /

Remarque

Toutes les formules précédentes peuvent se réécrire en utilisant h = x — xg a la place de x et
le signe Y & la place des pointillés.

Par exemple, la formule de Taylor avec reste intégral pour f € C""!(I) se réécrit :

nogp h _\n
fzo+h) = Z %f(p) (z0) + J uf(nm(xo + t)dt
' 0

|
= n!

Réécrire la formule de Taylor-Young de cette fagon :

11.2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 20.3 (Inégalité de Taylor-Lagrange)

Soient n € N et f € C"T(1).
SidM e Ry, Vz € 1, |f(”+1) (x)| < M (autrement dit f™*+1) est bornée sur I), alors

n+1
/ ("E — xo)n (n) |x — 330‘ i

f(@) = flzo) = (& = 20)f'(20) = -+ = ——=—=F"(20)| < NCESVE

ou encore
k! (n+1)!
(" Démonstration h
D’apres la formule de Taylor avec reste intégral (voir théoreme 20.1),
(2 — x0)* “a—t)" (x—t)"
‘f(fc) > %ﬂ’f)(%)‘ - || S < [ S ) aren s
k=0 ' o ' zo '

posant x = xg.
Or vt eI, |f(”+1)(t)| < M, donc
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x n+1

n ($—$0)k ") (I._t)” B |:L‘—£L’0|
f(x)—;Tfk(xo) <M Ll di = M (n+1)!

Le cas ol z < xq se traite de fagon similaire en échangeant les bornes d’intégration.

Ex. 20.2  Ecrire ce théoreme pour n =0

Quel nom porte ce théoreme 7. ... .. .

Ex. 20.3 (Cor.)  Montrer que e = n1_1£100k Pk

I1.3. Définition
Définition 20.4 (Série numérique)

général u, la suite S définie par

n
Sn: E U
k=0

Les termes de la suite S sont appelés sommes partielles de la série.

(f Notation

| On note E U, la série de terme général u,,.

Définition 20.5 (Convergence/divergence d’une série)

‘ On dit que la série E u, converge sila suite S de ses sommes partielles converge.

Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.

ﬁf Notation

“+00
Lorsque la série E U, converge, on note E u, la limite de la suite S.

n=0

' Vd 3 . , .

Définition 20.6 (Somme et restes d’une série convergente)
+00

Lorsqu’une série Zun converge, Zun est appelée somme de la série.

n=0
+00

k=n-+1

série.
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Etant donnée une suite (uy), .y & valeurs réelles ou complexes, on appelle série de terme

La définition s’étend au cas ou le terme général u,, n’est défini qu’a partir d'un rang ng € IN.

+00 n
La suite R définie par R, = Zuk — Zuk = Z uy est appelée suite des restes de la
k=0 k=0



