CHAPITRE 15. DIMENSION DES ESPACES VECTORIELS PCSI, 2019/2020

V.2. Supplémentaire d’un espace vectoriel

Proposition 15.35
Soit. E/ un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E.

1) 1l existe un supplémentaire G de F' dans FE, autrement dit, il existe un sous-espace
vectoriel G de F tel que F & G = E.

2) Si F est non trivial (c’est-a-dire F' # E et F' # {0g}), alors la réunion de toute base de
F avec toute base d'un supplémentaire G' de F' dans F est une base de E adaptée a la
somme directe F' @ G.

3) dim F = dim F' + dim G.

/Démonstration

1) Soit B une base de E et F une base de F. D’apres le théoréme de la base incomplete,
on peut compléter F par une famille G extraite de B pour obtenir une nouvelle base B’
de E.

Soit G = Vect(G). Alors E = F & G. En effet :

e si u € FNG, alors u est combinaison linéaire de vecteurs de F et combinaison
linéaire de vecteur G. La différence de ces deux combinaisons linéaires est donc une
combinaison linéaire nulle de vecteurs de la base B’ de E. Tous ses coefficients sont
donc nuls, et u = Op.

o '+ G = Vect(F) + Vect(G) = Vect(B') d’apres la propriété 15.16 de génération de
la somme.

Donc F+G = E.
2) La démonstration est similaire a la démonstration précédente.

3) C’est une conséquence directe du point précédent : dim E est le nombre de vecteurs
de B’ qui est lui-méme égal & la somme du nombre de vecteurs de F et du nombre de

9 vecteurs de G. Donc dim F = dim F' 4 dim G.

~

Proposition 15.36

F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace vectoriel £ de dimension
FNG = {0g}

finie si et seulement si ) ) .
dimF +dimG = dimFE

/Démonstration

L’implication découle de la proposition précédente.

Démontrons la réciproque : F NG = {0z} donc F et G sont en somme directe. Soient F et G
deux bases de F' et GG respectivement (de dimensions finies puisque F est de dimension finie).
Soit B la famille formée des p vecteurs de F puis de ceux de G. B comporte par hypothese

n = dim F vecteurs.
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n p n
Montrons que c’est une famille libre : Z/\ibi = 0p = Z)‘ibi = Z (—=Xi)b;. Ce dernier
i=1 =1 i=p+1

vecteur appartient a F' et G donc est nul. F et G étant libres, les coefficients \; sont tous nuls
ce qui garantit la liberté de B. Donc B est une base de E d’apres 15.28.

\Donc F + G = Vect(F) 4+ Vect(G) = Vect(B) = E ce qui acheve la démonstration. )

V.3. Formule de Grassmann

Proposition 15.37

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de dimension finie.
Alors dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

~

/Démonstration

F NG est un sous-espace vectoriel de F' donc il existe un supplémentaire F' de F'N G dans F.
Montrons que F+ G = F' & G.
e Soitu e F'NG. u e F', donc en particulier u € F'. Or u € G, donc u € FNG.
Ainsiu € F'N(FNG). Or F' et FNG sont supplémentaires dans F. Donc u = 0p = Op.
e Soitu € F+G. Il existe doncv € Fetwe Gtelsqueu=v+w. Or F=F & (FNG)
donc il existe v' € F' et w' € FNG tels que v =0 + w'.
Donc u = (v +w') +w = v + (v 4+ w) est somme d'un vecteur de F’ et d'un vecteur
de G.
Donc F+G C F'+G et I'inclusion réciproque est évidente puisque F” est un sous-espace
vectoriel de F.
On a donc dim(F + G) = dim F’ + dim G d’une part, et par définition de F”,
\dimF = dim(F NG) + dim F’. Donc dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

/

V1. Applications linéaires en dimension finie

Dans tout ce paragraphe, FE et F sont des IK-espaces vectoriels de dimensions finies n € IN* et
p € IN.

V1.1. Définition a ’aide d’une base de 1’espace de départ

Théoréme 15.38

Etant donnée B = (u1; ug;...;u,) une base E et F = (v1;v9;...;v,) une famille quelconque
de vecteurs de F, il existe une unique application linéaire ¢ telle que
vk € [1;n], 6 () = .

4 Démonstration h

Analyse : soit ¢ une application linéaire répondant aux hypotheses de ’énoncé. B étant une

base de E, quel que soit le vecteur u € E, il existe un unique n-uplet (x1;...; x,) de coordonnées
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de u dans B. D’ou :
¢(u) = ¢ (Z %ui) = Z z;p(u;) car ¢ est linéaire.
i1

i=1

D’ou ¢(u) = Z x;v; et ¢ est donc unique si elle existe.

Synthése : (1;11 définit ¢ comme l’jpplication qui a tout vecteur de u € E de coordonnées
(21;...;2,) dans B associe ¢(u) = Z x;v;. On vérifie qu’elle est bien linéaire.

N =l Y,

Remarque

Le théoreme précédent signifie qu’en dimension finie, il suffit de donner les images
des vecteurs d’une base de l’espace de départ pour définir entierement une ap-
plication linéaire.

Ex. 15.16

Quelle est 'image par ¢ du vecteur (;4) 7. oo .

Corollaire 15.39

Si E = F; @ E,, une application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions a E;
et a EQ.

V1.2. Image d’une famille par une application linéaire

Définition 15.40 (Image d’une famille par une application linéaire)

Etant données une famille & = (e1,€3,...,e,) de vecteurs de E et une application linéaire
f E — F, on appelle image de la famille £ par f la famille des images par f des
vecteurs de &.

Autrement dit, 'image de la famille £ est la famille de vecteurs de F' définie par

(f(er), f(ea), - flen)) = (F(€:))icqung

W Notation
| On note f(€) I'image de la famille £ par f.

Proposition 15.41 (Image d’une famille génératrice par une application linéaire)

Etant donnée une application linéaire f : E — F, si &€ = (ey,eg,...,e,) est une famille

génératrice de E, alors f (€) est une famille génératrice de Im f.
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4 Démonstration h

Il s’agit de montrer que tout vecteur de Im f peut s’écrire comme combinaison linéaire de
vecteurs de f (£).

Soit y € Im f. Par définition, il existe x € E' tel que y = f(x).

Or & est une famille génératrice de E, donc 3\, Ay, ..., N\, € K,z = Z \i€;.

i=1
On en déduit que

=f (Z Aiei) = Z Aif (e;) par linéarité de f.
i=1 i=1
Donc y est combinaison linéaire des vecteurs de f (&).

Corollaire 15.42

Etant donnée B = (u1; ug;...;up,) une base E et ¢ € L (E, F), Im ¢ est le sous-espace vectoriel
de F engendré par (¢ (u1) ;6 (uz) 55 & (1)) :

Im ¢ = Vect (¢ (u1) ;¢ (u2) 5 ...; ¢ (un))

Corollaire 15.43
Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et ¢ € L (E, F).

dimIm ¢ < min(dim £, dim F)

(" Démonstration
Il s’agit de montrer que dim Im ¢ < dim E' et que dim Im ¢ < dim F'.
Soit B = (uy; ug;...; u,) une base E.
e d’apres le corollaire précédent, Im ¢ = Vect (¢ (u1) ;¢ (uz);...;¢ (u,)). Or, on peut ex-
traire de toute famille génératrice d'un espace vectoriel une base de cet espace vectoriel.
Donc dimIm ¢ < n = dim E.

e Im ¢ est un sous-espace vectoriel de F', donc dim Im ¢ < dim F.

Proposition 15.44 (Image d’une famille libre par une injection linéaire)

Etant donnée une application linéaire injective [ : E — F, si &€ = (e, €y, ...,¢€,) est une
famille libre de E, alors f (£) est une famille libre de F.

/Démonstration

Soit A1, Ag, ..., A, € K tel que Z)\if(e,-) = 0p.

=1
Par linéarité, f (Z A el) = Op donc Z Aie; € Ker f. Or f est injective, donc Z Aie; = 0g,

et la famille &£ est libre, donc tous les )\ sont nuls.
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LDonc f (€) est une famille libre.

J

Proposition 15.45 (Image d’une base par un isomorphisme)

Soit & = (ey, €3, ..., e,) une base de E et f: E — F une application linéaire.

f est un bijective si et seulement si f (€) est une base de F.

(" Démonstration
= : supposons que f est un isomorphisme.
D’apres les propositions précédentes,
e & est une famille génératrice de E, donc f(€) est génératrice de Im f = F (f est
surjective) ;
e & est une famille libre, f est injective, donc f (&) est libre.

< : réciproquement, si f (£) est une base de F, alors
n
e [ est surjective. En effet, quel que soit y € F, il existe Ay, Ag, ..., A\, € K, y = Z Nif (&)
i=1
(f (£) génératrice de F),
n
donc y = f (Z )\iei) appartient a Im f.

i=1
e f est injective. En effet, soit = € F tel que f(x) = 0p. En décomposant = dans £ et en
utilisant la linéarité de f on a Z Aif(e;) = 0p. On en déduit que les A; sont nuls (f (£)

i=1
est libre) donc que x est le vecteur nul.

v

Corollaire 15.46
Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

e il existe un isomorphisme ¢ € L(E, F);

e dim F = dim F.

E et F sont alors dits isomorphes.

/Démonstration

Supposons qu’il existe un isomorphisme ¢ de F vers F', soit £ une base de E.
D’apres le théoreme précédent, ¢ (€) est une base de F. Donc dim E = dim F.
Réciproquement, si dim £ = dim F', alors étant données deux bases (e;) et (f;) de E et F,

I'application définie par Vi, ¢(e;) = f; est un isomorphisme puisque I'image d'une base de E

\est une base de F'.

v

VI.3. Rang d’une application linéaire
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Définition 15.47

On appelle rang d’une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimension

finic la dimension de son image.

Notation
| On note : rg ¢ = dim Im ¢.

Remarque

| Le rang d’une application linéaire ¢ est d’apres le corollaire 15.42 le rang de la famille des

images par ¢ des vecteurs d’une base de son espace de départ.

Propriété 15.48

Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F), v € L(F, G).
Alors rg(v o u) < min(rgu, rgv).

(" Démonstration
Il s’agit de montrer que rg(vou) < rgu et que rg(vou) < rgu.
Nous avons vu (théoreme 12.20) dans le premier chapitre sur les espaces vectoriels que quelle
que soit I'application linéaire f € L (A, B), quel que soit le sous-espace vectoriel A" de A, f(A’)
est un sous-espace vectoriel de B.
Soit U =Imu =u(FE), V =Imv =v(F). rgvou=dimvou(E) = dimv(U).

e D’apres le corollaire 15.43, on a donc rgvou < dimU = rgu.

e De plus, U est un sous-espace vectoriel de F', donc v(U) est un sous-espace vectoriel de

v(F)=V.Doncrgvou< dimV =rgu.

J
Propriété 15.49
Soient F, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F), v € L(F,G).
Si w est bijective, alors rg(v o u) = rgwv.
Si v est bijective, alors rg(v ou) = rgu.
 Démonstration h

e Supposons u bijective : alors
vou(FE)=wv(F)doncrgvou=dimvou(E)=dimv(F)=rgov.

e Supposons v bijective. Alors sa restriction & Imu (que I'on continuera a noter v) est
aussi bijective de Imu sur v(Imu) = Im v o u. Donc

L rgvou = dimvou(E) = dimv(u(E)) = dimu(E) = rgu d’aprés le corollaire 15.46. )

Théoréme 15.50 (Formule du rang)

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie, F' un IK-espace vectoriel quelconque et
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p€L(E,F).Ona

dim £ = dim Ker ¢ + dim Im ¢ = dim Ker ¢ 4+ rg ¢

4 Démonstration N

Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, donc Ker ¢ est de dimension finie
p et possede une base (eq;...;e,). D’apres le théoreme 15.20 de la base incompléte on peut
compléter cette base en une base B = (ey;...;¢e,) de E.
Soit V' = Vect (epi1;...; €n).
e La restriction de ¢ a V' est injective. En effet :
u € Kergpy < (¢p(u) =0petuc V)< ueV NKerg. Doncu=0g.
e Im¢ = §(E) = ¢(Vect (e1;...;€,)) = Vect (¢(ep11);...; ¢len)) = (V) car ¢ler) = ... =
¢(ep) = Op.
Donc (¢(eps1); ---; ¢(en)) est I'image par I'isomorphisme ¢y : V' — Im ¢ d'une base de V' : c’est
une base de Im ¢.
\D’oﬁ dimIm ¢ =n — p = dim F — dim Ker ¢.

Corollaire 15.51

Si ¢ € L(E,K) est une forme linéaire non identiquement nulle alors dim Ker ¢ = dim £ — 1

4 Démonstration A

C’est la formule du rang ot rg¢ = 1 puisque dimIm¢ < dimK = 1 d'une part, et que

\dim Im ¢ > 0, ¢ n’étant pas identiquement nulle d’autre part.

/
V1.4. Caractérisation des isomorphismes
Théoréme 15.52
Soient F et F' des espaces vectoriels de méme dimension finie et ¢ € L (E, F'). On a alors :
¢ injective & ¢ surjective < ¢ bijective
(" Démonstration A

e Supposons ¢ injective. Alors d’apres le théoréeme du rang, dim E = rg ¢ = dim F'. Donc
d’apres 15.34, Im¢p = F.
e Supposons ¢ surjective. Alors d’apres le théoreme du rang, dim Ker ¢ = dim F —rg ¢ =

0. Donc Ker ¢ = {0z}, donc ¢ est injective donc bijective.

9 e Si ¢ est bijective, elle est évidemment injective.

Ro[X] — R,[X]
Ex. 15.17 (Cor.)  Soient n € N et ¢ : p . JXH

1) Montrer que deg ¢(P) = deg P.
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2) Montrer que ¢ est un automorphisme de R,,[X].

3) On note B; I'image réciproque par ¢ de X'.
Calculer Bo, Bl, BQ, Bg.

4) Montrer que pour tout i € [0;n], Bi(X +1) — B;(X) = X"

P
5) Déduire des questions précédentes une expression simplifiée pour p € IN de Z k>
k=1
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