CHAPITRE 23. VARIABLES ALEATOIRES PCSI, 2019/2020

1
2
3
4

Que vaut Q7
Que vaut X ()7
Donner la loi de X.

)
)
)
) Donner Y en fonction de X et en déduire la loi de Y.
11.4. Exemples usuels

a) Loi uniforme

Définition 23.5

Soit n € IN*. On dit que X suit la loi uniforme sur [1;n] si

X(Q)=[;n] ot Vie[l;n],P(X =) :%

On le note X — U([1;n]).

Remarque

Cette loi modélise les situations o on tire au hasard (avec équiprobabilité) un objet
numéroté parmi n objets : la variable aléatoire donne le numéro de l’objet tiré. Les
exemples classiques sont la variable aléatoire donnant la face d'un dé (bien équilibré) lancé,

ou donnant le numéro d’une boule tirée dans une urne, etc...

Ex. 23.4  On lance £ € IN* dés bien équilibrés, et on suppose que les résultats obtenus sur les
dés sont mutuellement indépendants.

On note X, la variable aléatoire donnant la somme des résultats obtenus sur chaque dé.
1) Quelle est la loi suivie par X ?
2) Que vaut Xp(Q)?

3) Exprimer, pour i € [k + 1;6k + 6], P (X1 = i) en fonction des (P (Xy = 7)) cx, -
Indication : on pourra traiter séparément les cas i € [k + 1;k + 5], i € [k + 6;6k + 1] et
i € [6k + 2;6k + 6].

4) Donner la loi de X, et celle de X.

b) Loi de Bernoulli

Définition 23.6
Soit p € [0;1]. On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p si

X(Q)={0;1} et PX=1)=p,P(X=0)=1—-p=gq

On le note X —» B(p).
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Remarque

Cette loi modélise les situations ot la probabilité de réussir une expérience aléatoire

vaut p : la variable aléatoire vaut 1 (VRAI) en cas de réussite, 0 (FAUX) en cas d’échec.

c) Loi binomiale

Définition 23.7

Soit n € N et p € [0;1]. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p si

X(Q)=1[0;n] et Vie]o;n],P(X =1i)= ( Z_L )pi(l —p)

On le note X — B(n,p).

Remarque

Cette loi modélise les situations ol on effectue n fois une expérience aléatoire dont
la probabilité de succés vaut p : la variable aléatoire donne le nombre de succés. Un
exemple classique est la variable aléatoire donnant le nombre de lettres A dans un mot formé
de n lettres choisies dans {A; B} : dans ce cas, p = % la plupart du temps. Cet exemple est par
ailleurs souvent utilisé dans d’autres situations (marche aléatoire sur une droite, évolution du

score de deux joueurs a un jeu de hasard, tirages avec remise dans une urne contenant deux

types d’objets, etc...).

Ex. 23.5 On lance n fois d’affilée un dé bien équilibré.

Lorsque le dé tombe sur 1 ou sur 2, on considere ce lancer comme un échec - noté L.

Lorsque le dé tombe sur 6, on considere ce lancer comme un coup critique - noté C.

Sinon, on considere le lancer comme un lancer standard - noté S.

On note X la variable aléatoire comptant le nombre d’échecs, Y la variable aléatoire comptant le
nombre de coups critiques et Z la variable aléatoire comptant le nombre de lancers standards.

1) Donner la loi de X,
2) Donner la loi de Y.

3) Donner, de deux manieres différentes, la loi de Z : en l'interprétant comme une variable
aléatoire suivant une loi binomiale, ou en remarquant que Z =n — X — Y.
n—k

/ . ek n . n n—1 7
4) Montrer que Vn € N,Vk € [0;n], 3 (k)_z(;(l)( k )2'

III. Variables aléatoires multiples, indépendance

III.1. Couple de variables aléatoires
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Définition 23.8
Soient U,V deux ensembles, X : Q@ — U et Y : Q — V deux variables aléatoires définies sur
le méme univers €2.

On appelle couple de variables aléatoires (X;Y) la variable aléatoire

Q — UxV

(X:¥): { w o (X(@)YW)

Par définition, un couple de variables aléatoires définies sur un méme univers €2 est une variable

aléatoire définie sur € elle aussi.

Définition 23.9 (Loi conjointe, lois marginales)
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme univers €2, (X;Y") le couple de
variables aléatoires qu’elles définissent.
On appelle loi conjointe de X et de Y laloi de (X;Y).
On appelle lois marginale de (X;Y) les lois de X et de Y.

Ex. 23.6 (Cor.)
1) on lance un dé bien équilibré.
On note X la variable aléatoire qui vaut 0 si le résultat du lancer est pair, et qui vaut 1 si
le résultat est impair.
On note Y la variable aléatoire qui vaut 0 si le résultat du lancer est strictement inférieur
a 4, et qui vaut 1 sinon.
Remplir le tableau suivant donnant les lois de X, de Y et de (X;Y).
Ou trouve-t-on la loi conjointe 7 Ou trouve-t-on les lois marginales ?

A 1 || PX =)

X =..

0
1

P(Y =..)

2) on lance successivement deux pieces de monnaie bien équilibrées.
On note X la variable aléatoire qui vaut 0 si le résultat du premier lancer est "pile”, et qui
vaut 1 sinon.
On note Y la variable aléatoire qui vaut 0 si le résultat du second lancer est "pile”, et qui
vaut 1 sinon.
Remplir le tableau suivant donnant les lois de X, de Y et de (X;Y).

Y= 0 1 | PX =)

X =..

457



CHAPITRE 23. VARIABLES ALEATOIRES PCSI, 2019/2020

Remarque

Comme le prouve I'exercice précédent, la donnée des lois marginales de (X;Y') ne permet pas
d’obtenir la loi conjointe. En effet, deux lois conjointes distinctes, peuvent se traduire par les

memes lois marginales.

I11.2. Loi conditionnelle

Définition 23.10

Soient (X;Y') un couple de variables aléatoires définies sur 2

et z € X(Q) tel que P(X = x) #0.

On appelle loi conditionnelle de Y sachant que (X = x) la probabilité

P((X;Y) = (a34))
P(X =)

Vi € Y(Q),P(X::E)(Y = z) = P(Y = LlX = L) =

II1.3. Indépendance de deux variables aléatoires

Définition 23.11

On dit que deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si

Vr € X(Q),Vy € Y(Q),P((X;Y) = (z19)) = P(X = 2)P(Y =y)

Propriété 23.12

Si X et Y sont indépendantes, alors

VA e P(X(Q)),VB e P(Y(Q)),P((X;Y) € Ax B)=P(X € A)P(Y € B)

[ Démonstration ]

Propriété 23.13

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et si f et g sont deux applications

respectivement définies sur X (2) et Y(Q), alors f(X) et g(Y) sont deux variables aléatoires

indépendantes.

[ Démonstration ]

1I1.4. Indépendance mutuelle
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Définition 23.14

Soit » un entier strictement positif et (X;);cqi,yy une famille (finie) de variables aléatoires sur
un meme univers 2.

On dit que la famille (X;);cpim) est formée de variables aléatoires mutuellement indé-

pendantes lorsque

V(Zi)ic[im] € l_[X,-(Q),]P’(ﬁ(Xi = xi)) = l_[P(Xi = ;)

Remarque

On pourrait, comme pour la notion d’indépendance mutuelle d’événements (voir section VI.2.
du chapitre 19) définir aussi une notion d’indépendance deux a deux pour une famille de
variables aléatoires.

On montrerait alors, comme dans le cas des événements, que l'indépendance deux a deux

n’entraine pas I'indépendance mutuelle.

Ex. 23.7 (Cor.)  Donner un exemple d’expérience aléatoire, ou trois variables aléatoires X, Y, Z
sont deux a deux indépendantes mais non mutuellement indépendantes.

Propriété 23.15

Si (X)ieiin) est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors

V(A4 ..., A,) € l_[P (Xi(92)), les événements (X; € A;)icpi;n] sont mutuellement indépendants
i=1

[ Démonstration ]

Propriété 23.16

Si (Xi)ie[[lm]] est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes, chacune sui-

vant une loi de Bernoulli de parametre p € [0; 1], alors

X =)> X;—= B(n,p)

n
1=1

[ Démonstration ]

IV. Espérance, variance, écart-type

IV.1. Espérance
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Définition 23.17

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, P).

On appelle espérance de X et on note E(X) le nombre réel

B(X)= > aP(X =)

zEX(Q)

Remarque

L’espérance est une moyenne, plus précisément la moyenne des valeurs prises par X, pon-
dérée par sa probabilité d’apparition.
En cela, 'espérance donne la valeur moyenne prise par la variable aléatoire lorsqu’on effectue

un grand nombre d’expérience aléatoire.

Ex. 23.8  Pour chacune des lois ci-dessous, définies dans les précédents exercices, calculer son
espérance :

1
23.4: Vi€ [1;6],P(X; =1i) = 5

in(e—1;13 —1
23.4: Vi€ [2;12] ,P(Xs =) = min (7 : z)'

36
(i)
k
23.5:Vk € [0in] [ P(Z = k) = —
23.1:Vie [0;n] ,P(Y =) Z(Z)db_

23.3 : soit n € N*, Vi € [0;n] ,P(Y =1i) =
2n
()
23.6 : Vi € [0;1],¥5 € [0;1],P((X;Y) = (i54)) =
vectoriel (R?, +,.).

3+ (—1)iiH

5 en travaillant dans l'espace

Propriété 23.18

Avec les mémes hypotheses que dans la définition précédente,

E(X) = > P({w})X(w)

weN

[ Démonstration j

Ex. 23.9 Calculer a nouveau l'espérance, en utilisant la seconde expression de 'espérance :

2345 0= [L6]% X((6:0) =i +3, B((:9)) = =

IV.2. Exemples
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Proposition 23.19

Si X est une variable aléatoire constante, égale a x, alors E(X) = .

[ Démonstration )

Proposition 23.20
Soit A C Q et X =14. Alors

[ Démonstration ]

IV.3. Propriétés de ’espérance

Propriété 23.21 (Linéarité)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un méme espace probabilisé (Q,P) et
a,b € R. Alors
E(aX +bY) = aE(X) 4+ bE(Y)

[ Démonstration ]

Propriété 23.22 (Croissance)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un méme espace probabilisé (€, P).
On suppose de plus que X > Y, c’est-a-dire que Yw € Q, X (w) > Y (w).
Alors

E(X) > E(Y)

[ Démonstration j

Propriété 23.23 (Produit de variables aléatoires indépendantes)

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace
probabilisé (£2,P), alors
E(XY) =EX)E(®Y)

[ Démonstration ]
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Remarque

La propriété précédente est fausse si les variables aléatoires ne sont pas indépendantes.

Sa réciproque est fausse.

Ex. 23.10  Donner un exemple de couple de variables aléatoires (X;Y") telles que

E(XY) # EX)E(Y).

Donner un exemple de couple de variables aléatoires non indépendantes (U;V) telles que
E(UV)=EU)E(V).

Ex. 23.11 Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (Q,P). Soit a =
min(X(€2)) et b = max(X(2)).

Justifier 'existence de a et b.

Montrer que a < E(X) <b.

IV.4. Théoréme de transfert

Théoréme 23.24

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2,P), f une fonction
réelle définie sur X (Q2). Alors

E(f(X)= Y. f@)PX =x)

reX ()
( Démonstration R
Par définition, B(f(X)) = > yP(f(X)=y).
yefoX(Q2)
Soit y € fo X(Q).
(f(X)=y) = U (X = z) et cette réunion est disjointe.
xeX(Q)
flx)=y
Donc yP(f(X)=vy)=vy Z P(X = z).
reX(Q)
f@)=y
En injectant dans la définition de 'espérance, on a :
E(f(X)= >, v > P(X=2)= > f(@)P(X =21)
yEfoX () zeX(Q) zeX(Q)
L flx)=y )

IV.5. Variance et écart-type

Définition 23.25
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, P).
On appelle variance de X, et on note V(X), 'espérance du carré de la différence entre X

et son espérance. Autrement dit :
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On appelle écart-type de X, et on note o(X) ou oy, la racine carrée de la variance de X :

Propriété 23.26

Avec les hypotheses de la définition précédente :

V(X)=E(X?)-E(X)?

[ Démonstration ]

Propriété 23.27

Avec les hypotheses de la définition précédente, quels que soient les réels a et b :

V(aX +b) = a*V(X)

[ Démonstration )

Ex. 23.12  Pour chacune des lois ci-dessous, calculer sa variance :
1

23.4:Vie[1;n] ,P(X,=1i) = —.
n

23.4: X9 = A+ B ou A et B sont deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme
sur [1; n].
n

23.5 et 23.1 : Vi€ [0;n] ,P(Y =1i) = ( ; )pi(l —p)" .
2n —i—1
n—1
2n '
n

IV.6. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

23.3 : soit n € N*, Vi € [0;n] ,P(Y =) =

Lemme 23.28 (Inégalité de Markov)

Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, P) a valeurs positives.
Autrement dit 7 =Y () C Ry.

Alors
E(Y)

u

Vu > 0,P(Y > u) <

4 Démonstration

Soit u > 0 et A = (Y > u) I'événement dont on souhaite calculer la probabilité.
Pour tout événement élémentaire w € (2 :
e siwe A 1(w)=1et Y(w) > wu par définition de A.
Donc ul4(w) =u < Y(w)La(w).
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esiwg A 1s(w)=0et Y(w)>0carY est a valeurs positives.
Donc ulz(w) =0 < Y(w)La(w).
Or Q=AUA, donc Vw € Qul 4(w) <Y (w)La(w).
De plus, par définition, 14 < 1 donc

uly <Y1, <Y

Par croissance de l'espérance, E(ul 4) < E(Y).

Or E(uly) = uE(14) = ulP(A).

Donc P(A) =P(Y > u) < %

\_ u J

Théoreme 23.29
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, P), d’espérance E(X)
et de variance V(X) = o2
Quel que soit le réel strictement positif o, on a
2
P(IX — E(X)| > a) < 5

a2

/Démonstration )

On applique l'inégalité de Markov a la variable aléatoire Y = (X — E(X))? qui est bien a
valeurs positives.

On a alors, Ya > 0, P(LX — E(X)| > a) = P((X — B(X)? > a?) < S ZBOP _

= 2

\_ «

Remarque

Le théoreme précédent précise le role de 'écart-type comme indicateur de la dispersion d'une

variable aléatoire : la probabilité que la distance entre la valeur d'une variable aléatoire et
2

o

son espérance soit supérieure a a > 0 est majorée par le quotient —. Plus « est grand, plus
e

cette probabilité est faible.

1

Pour a = 20 par exemple, elle est inférieure a 3.

V. Lois usuelles

V.1. Variable aléatoire constante

DESination : ... ...
Utilisation : .
Loi :

Espérance :

Variance : .

E‘cart-type L
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V.2. Fonction indicatrice d’une partie de (2, loi de Bernoulli

DEFInation : ... ...
Utilisation : . . ... ... . .
Lot .
ESPETANCE : ...
Variance : . . ... . .
Eca’rt-type P

V.3. Loi uniforme

DEFination : ... ... e
Utilisatlion @ . ... ... .
L0t : o
ESPETANCE © . ...
VAriance : . ... .. .
Ecart-type P

V.4. Loi binomiale

DESination : .. ...
Utilisation : . .. ... . .
Lot .
ESPETrance : . ... ...
Variance : . ... ...
E'cart-type PP

VI. Correction des exercices

Cor. 23.3 :

1) On peut voir l'univers des événements de plusieurs manieres différentes :
e on ne fait aucune distinction entre les boules rouges d’une part, et les boules noires
d’autre part.
Dans ce cas, un événement peut étre représenté par un mot de 2n lettres, composé pour
moitié de N, pour moitié de R.
Q; = {mots de 2n lettres, composés de n lettres N et n lettres R}
e on choisit au contraire de distinguer les boules rouges entre elles, et les boules noires
entre elles - en imaginant par exemple qu’elles sont numérotées.
Dans ce cas, un événement est une permutation du mot Ny N,...N,R1Rs...R,,.
Qy = Gy,
2) Quelle que soit la modélisation choisie pour Q, X () = [n; 2n].
3) On choisit la deuxieme modélisation {2 en faisant I'hypothese d’équiprobabilité pour chaque

tirage possible.

465



CHAPITRE 23. VARIABLES ALEATOIRES PCSI, 2019/2020

1
La probabilité d'un tirage élémentaire e est alors P(e) = m
n)!

La succession des boules rouges et noires ne change pas si I’'on permute les boules rouges

entre elles, ou les boules noires entre elles.

12
La probabilité d'un mot M de §2; est donc P(M) = (n)

(2n)!
Enfin, pour tout entier k € [n; 2n], 'événement (X = k) regroupe tous les mots M de 5 se

terminant par 1 lettre R (une boule rouge) suivie de n — k lettres N (n — k boules noires).
Choisir un tel mot M, c’est donc choisir la position des n — 1 lettres R parmi les k — 1

premieres lettres du mot M.
kE—1 1?2 X (k—1)! !
DoncP(X:k:):( )(n) n X ) xn

n—1]@2n)! (k—n) x2n)"
2n
Remarque : on peut notamment vérifier que ZIP’(X = k) vaut bien 1.
k=n

En effet :

2n, 2n
kE—1 -1 k—1
E = " + E
=\ n—1 n—1 Mt n—1
2n
k kE—1
= 1+ E ( ) — ( ) d’apres la formule de Pascal
n n

n
= 1+ ) — ) par télescopage
n

= ( 2n ) = (2n): par définition des coefficients binomiaux
n (n!)
4) Y est le nombre de boules noires restant dans I'urne lorsque la derniere boule rouge a été
tirée.
Donc X +Y = 2n, c’est-a-dire Y = 2n — X.
Notamment Y (Q) = [0; n].

Do, Vk € [0;n] ,P(Y = k) = P(X = 2n—k) = (2n)! (n—k)! x (2n)!

n—1

(Zn—k’—l)(n!)2 X (2n—k—1)! xn!

Cor. 23.6:

1)

Y= 0 1 P(X =..)
X =
0 ; 3 PX=0)=3
1 1 1 P(X=1)=1
PY =..) PY=0)=3|PY=1)=3 1

Les lois marginales, comme leur nom l'indique, se trouvent dans la marge droite et dans
la marge du bas.
La loi conjointe se trouve dans la partie interne en haut a gauche du tableau.

2)
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Y= 0 1 PX =..)
X=..
0 : 1 P(X =0)=3
1 : : P(X=1)=1
P(Y =..) PY=0)=2%|PY=1)=1 1

Ces deux exemples montrent que les deux lois marginales ne permettent pas d’obtenir
la loi conjointe, puisqu’on observe ici que deux lots conjointes différentes peuvent

conduire auxr mémes lois marginales.

Cor. 23.7 : On lance deux pieces et on note

X la variable aléatoire qui vaut 1 si la premiere piece donne pile, 0 sinon;

Y la variable aléatoire qui vaut 1 si la seconde piece donne pile, 0 sinon;

Z la variable aléatoire qui vaut 1 si les deux lancers sont identiques, 0 sinon.

On vérifie que les trois v.a. sont deux a deux indépendantes mais non mutuellement indépendantes.

Par exemple P((X;Y; Z) = (0;0; 0)) _ 0+ (%)3
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