CHAPITRE 18. MATRICES PCSI, 2019/2020

VI. Correction des exercices

Cor. 18.1:

e AB = L2 et
6 8

BA - 1 4
3 8

oABz(lE))et
5 1

BA = Lo = BA.
5 1

Les matrices A et B commutent donc.
Cor. 18.2 : Soit u = xi + yj + zk € R3.

Cherchons (x,7,2) € R? tels que f(u) =0 :
f(u) =2xi—3xj +3yi +yj — dyk + 1125 — 82k = 22+ 3y)i+ (—3z +y + 112)j + (—4y — 82)k =

2x + 3y = 0
04 SBr+y+1lz = 0
—4y — 82 = 0
2z + 3y = 0
T = 3z
<4 lly+222 = 0 <
y = —2z
—4dy—82 = 0
Donc Ker f = Vect(3; —2; 1).
Le théoreme 15.50 du rang permet d’affirmer que rg f = dimIm f = 3 — 1 = 2. Par ailleurs,
f(i) # 0 et f(j) n'est pas colinéaire a f(i) donc Im f = Vect(f(2); f(4))-
Cor. 18.3 :

1) dimR,[X]=n+1.

2) Soient P et ) deux polynomes de E, A\, u deux réels.

GAP + pQ) = AP(X + 1) + pQ(X + 1) = Ap(P) + o (Q).
Donc ¢ est linéaire.
3) Soit k € [0;n].
k
k )
XF) = (X +1)k= X",
B(X*) = (X +1) Z( Z. )
Notamment deg ¢(X*) = k.
4) L’image par ¢ de la base canonique est la famille F = (1; X+1;(X+1)%. (X + 1)”) qui

est une famille de n + 1 polynomes de R, [X] échelonnée en degrés. C’est donc une base de
R, [X].
Donc ¢ est bijective (elle envoie une base sur une base), linéaire, de E dans E : c¢’est un

automorphisme de F.
5) Calculons ¢(Q) ou @ = Z( Z ) (_1)n—ka_
k=0
Remarquons que @ = (X — 1)".

367



CHAPITRE 18. MATRICES

PCSI, 2019/2020

Cor

Cor

Cor

Cor.

o 1—9
Donec M = | (=1)""7 n+ . J en posant L — pour k < 0.
i =] i€[1m+1] k

Donc ¢(Q) = (X +1—-1)" = X"
On aurait aussi pu utiliser la linéarité de ¢ :
— n n k .
= 1) Ry (XF) = 1)k i
w@-3(; Joororer- 3 (3)(7)e
En utilisant ces deux expressions de ¢(Q), on en déduit donc que :

o Vic[0;n—1],

([ k
. Pouri:nzzk_n( : )( , )(—1)”_'“:1.
= : i

18.4 : Matg(u) = 3
—2
[ 1)
n
n
185 Mate(P) = |1 | = ) .
Y te(P) ' (i—l) i€[Ln+1]
n
\ 1)
1 —1
18.6 : Matg(S)=| 0 —1
3 2
[ 1 0 0000
—n 1 :
18.7: M = Mate(F) = : : o
(=) 'n (=1)"%*n-1) 1 0
S E T I

je[lin+1]
n

De plus Z XE1— X = (X +1-X)" = 1.

k=0
Donc les colonnes C, Cs, ..., C,r1 de M vérifient
j=0 ] 1

368



CHAPITRE 18. MATRICES PCSI, 2019/2020

110
Cor. 18.8 : Matg s =
sel= 5 5
x(@;y; 2) = (To — y + 22; =32 + y; 4v + 5y — 62).
(11 1 1 )
01 2 n

. _ L P A
Cor. 18.9: Matg(¢)=] 0 0 1 ( 5 ) = (( - ))ign.

Cor. 18.10 : ¢a(x;y) = (v + 2y; 3z + 4y; 5z + 6y) € R3.
C’est une application injective car ¢a(x;y) = (0;0;0) = (z;y) = (0;0) (systeme immédiat).

Enfin, le théoréme du rang permet d’affirmer que rg ¢, = dim R? — dim Ker ¢4 = 2.

Cor. 18.11: ¢(1)=0 ¢(X)=1 ¢(X?) =2X.

Donc Matg(¢) =

o o O

1 0
0 2
0 0
Pour obtenir Matg g(¢), il faut obtenir les coordonnées de ¢(X) = 1 et ¢(X?) = 2X dans B'.
Soit 1 =aX (X —1)+bX(X +1) + (X — 1)(X +1).
En évaluant en —1, 0 et 1, on obtient a = 1/2, b=1/2 et ¢ = —1.
De méme, on obtient X = SEX(X — 1) + 21X (X +1) 4+ 0 x (X —1)(X +1).

0 1/2 —1
Donc Matgp(¢)=| 0 1/2 1
0 —1 0
Enfin, de la méme maniere, on obtient
22
Matg (¢) = % % 1
1 -1 0

0
-2
Cor. 18.12: A( ) ): —2

—4
Donc I'image du vecteur (—2;1) est (0; —2; —4).

Cor. 18.13: ¢o =idg et ¥ o ¢ =idg : ce sont deux bijections réciproques I'une de 'autre.

— 1
A = Mate(¢) = (( ] ) par définition et
L= ije[lm+1]
(i1
B =Mate(y) = (=1)77( “
1—1 o
i,J€[Ln+1]

Enfin AB = Mate(¢ o ¢) = Mate(id) = I, et
BA = Nlatc(Q/} 9] ¢) = klatc(ld) = Int1-
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