CHAPITRE 22. PRODUIT SCALAIRE ET ESPACE EUCLIDIEN PCSI, 2019/2020

Donc £ = F + F+.
\Finalement, E=F®F': FetF sont supplémentaires.

Théoreme 22.31

Soient E un espace euclidien de dimension n et F' un sous-espace vectoriel de dimension p
. L
de E. Alors dim F- =n —p et (Fi) =F.

 Démonstration

On suppose que E est un espace euclidien de dimension n. D’apres le théoreme précédent,
F (de dimension p) et F'* sont supplémentaires : donc dim F* =n — p.

De plus, (F l)L est un sous-espace vectoriel de dimension n — (n —p) =pet F C (F L)L (car

par définition, tout vecteur de F est orthogonal & tout vecteur de F1).

Donc F' est un sous-espace vectoriel de (Fl)l, de méme dimension que lui : F' = (FL)L.
-

~

v

V1. Correction des exercices

Cor. 22.1:
1) Symétrie : (ulv) = x1x9 + Yy1y2 = 21 + Youy1 = (v|u).
Linéarité a gauche :
(Au+ polw) = (Axy + paz) x5 + (Ayr + py2) ys = A (2123 + y1ys) + 1 (2223 + Y2y3).
Donc (Au + pv|w) = A (ujw) + p (vjw).
Par symeétrie, 'application est aussi linéaire a droite donc bilinéaire.
Définition : soit u = xi + yj tel que (u|u) = 0. On a donc z* +y* =0 < (z = Oety
0) < u=0.
Positivité : soit u = xi +yj. (ulu) =22 +y* > 0.

[’application donnée est donc bien une forme bilinéaire symétrique définie positive, c¢’est-

a-dire un produit scalaire.

2) La démonstration de la question précédente reste valable si 'on décompose les vecteurs dans

la base B’ puisqu’aucune supposition n’a été faite sur la base B.
3) (ilj) = (1 +0j0i4+7) =1x0+0x1=0.De méme, (/, ;) = 0.
4) (') = (2i+j]2i+j)=4+1=05.

(I|7)=(2i+jli—25)=2—-2=0.

(1) =~ 2jli —2j) = 1+4 =5

Soient u = a7 + 1y, 5’ et v = ahi’ + yy ;.

D’une part, (u,v) = 2z + y195.
/

Drautre part, (uv) = (210" +y5'[w57" + y35") = @y (1) + (@19 + yixs) (7157) +yiys (5717)

par linéarité et symétrie.
Done (ulv) = 5 (2} + yu3) = 5(u,v).

(ule)

On en déduit que quel que soit u,v € F, (u,v) = 3

Cor. 22.2:
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1) 1l s’agit bien d'une forme au sens ou Y(uy,...,u,) € R™ ¥Y(vy,...,v,) € R™,
Z u;v; est un élément de R.
i=1

2) Elle est symetmque YV(ug, ...,u,) € R, Y(vy,...,v,) € R",

E Uv; = E viu; par commutativité du produit de nombres réels.

3) Elle est l'mea'me a gauche :
V(ui, ..., u,) € R, V(u’l,. Lul) € IR ,V(vg, .y vp) € R V(A 1) € R?

n

Z(Am + v, = )\Z wv; + J Zu U

=1 z—l
Par symétrie, elle est aU.SSI linéaire a droite.

4) Elle est posztwe ‘v’(ul, o ty) € R

E UU; = E

Enfin, elle est définie : V(uy,...,u,) € R",
ZU@U@ =0=Vie [l;n],u =0.

1=1

ot
~—

Cor. 22.3 :

1) Tl s’agit bien d’une forme au sens ou Vf € C%([a;b], R), Vg € C°([a; b], R),
(flg) f f(t) t)dt est un élément de R.
2) Elle est symetmque Vfe CO([a, bl,R), Vg € C%([a; b], R),
(flg) = f f(t) t)dt = f gt f(t)h(t)dt = (g|f) par commutativité du produit de
nombres réels.
3) Elle est linéaire a gauche :
V1 € C%a; 0], R), Vfa € CO[a; ], R), Vg € CO([(I, b], IR) V(A p) € R?
b b
(Mf+ ufalg) = [ + ph®)g@h)dt = X [ fi(#gOAE)AE + g1 [ Fo(t)g(#)h(t)dt
Par symétrie, elle est aussi linéaire a droite.
4) Elle est posz’ti've ‘v’f € C%[a; 0], R),
(F11) = [1 f(2) tdt = 7 f()*h(t)dt > 0 car f2h =0

5) Enfin, elle est définie : Vf € C°([a;b], R),
(flf) = f; f(t)?h(t)dt = 0= f =0 car h > 0 est continue et que I'intégrale d’une fonction

continue positive est nulle si et seulement si cette fonction est nulle.
Cor. 22.4 :

-1

1

-1
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1
(Py|Py) = J 3t* — 1dt = 0.

-1

1
(Pl\Pg):J St'—3Pdt=1-1-1+1=0.

1
(P|Py) = | 9" —6t° + 1dt =2 9—2+1 -3
5 5

1
(Py|Py) = J 15t° — 141 + 3tdt = 0.

' 25 8

(Ps|P5) = J 25t% — 30t* + 92dt = 2 (7 — 6+ 3) =z
~1

Soit Q = X3+ X% — X +2=aly+bP, + cP,+dPs; ou (a;b; c;d) sont les coordonnées de

Q) dans la base B = (Py; Py; Pa; Ps).

En calculant les produits scalaires suivants (on utilise la linéarité et les valeurs précédem-

ment calculées), on a :

Q) = a(P0|1Po) = 2a.

. 2 14
Or(Q]PO):J t3+t2—t+2dt:§+4:?
—1
7
D = —.
onc a 3 2b
(Q’PI):b(Pllpl):?'
1
‘ 2 2 -4
@) P = P udt==2 - == —.
r (QP) f_l + + 53 5
Doncb—_—Q.
o 4
C
(Q|P2):C(P2|P2):€~
1
1
Or (Q|P,) = 3t5+3t4_4t3+5t2+t—2dt=§+—0—4=§.
. 5 3 15
Doncc—l.
s &d
(Q’PS) = d(P3\P3) = 7
1
10 16 8
Or (Q|Ps)=| 5t5+5° -8t + 73 +3t> —6tdt = — — — +2=—.
. 7 5 35
Donc d = =
Cor. 22.5 :
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1) Jlu+v|* = (u+ovlu-+v) = (ulu) + (ulv) + (v]u) + (v|v) par bilinéarité.
Donc ||u+v|]> = |Ju|® + [[o]|”> + 2 (u|v) par symétrie du produit scalaire.

. 2 2 2
De méme, [[u— ol = fJul]” + [[v]|” = 2 (u[v).

2) De la premiére expression, on tire :
A+ ol* = Jlul” = Jlo||”
(ufv) =

De la seconde expression, on tire :
2 2 2
_ ull” ol = Jlu = ol
(ulv) = :

Enfin, en sommant ces deux dernieres expressions, on a :

lu ol =flu—o® . .
(uv) = 1 (identité de polarisation)

n

full = | > u?

=1

n

Cor. 22.6 : Pour le produit scalaire canonique de R" : soient ©u € R" et v € R",
S

e (224 (31)

Pour le produit scalaire canonique de C°([a;b], R) : soient f et g deux fonctions de cet espace

b
IFIP=| Aot

b 2 b b
C-S:( f f(t)g(t)dt) gf fA(t)dt x f g*(t)dt.

Cor. 22.7 :

C-S:

1) Les vecteurs x1, 3, ..., 2, sont unitaires donc Vi € [1;n], ||uLz||2 = (xi]z;) = 1.
De plus, par hypothese, ¥(i,j) € [1; n]]2 avec i # j, ||lz; — z;]| = 1.
Done V(i, §) € [1;n]” avec i # 4, ||z; — 2;]|” = 1 = ||ail|* + [l ]I” — 2 (wi]zy).
Done V(i, j) € [1;n]* avec i # 4, (zi|z;) = l

2
2) Soit A = (a;;) la matrice carrée d’ordre n de terme général a;; = (x;|z;).
1 1
13 3
L P
A= 2 _ ) d’apres la question précédente.
Do 1
1 1
Lo 1
1 1 1 1 1
1 3 : 7 1 3 7 1
) S ) .
2 ! n+1 s !
Donc det(A) = | : L ontl | = : 19
2 2 2 2
: 1= 2 11
1 1 nil 1 1
2 3 T2 2 2

447



CHAPITRE 22. PRODUIT SCALAIRE ET ESPACE EUCLIDIEN

PCSI, 2019/2020

s 0 0 1
o L i
1 ? 1
Finalement det(A) = n—zi_ o 0 1= n; )
1
. 1
0 0 1
Montrons maintenant que la famille (xy, ..., x,) est libre.

Soit (Aq, ..., Ap) € R™ telle que Z Niz; = 0p.

i=1

En effectuant le produit scalaire par x; pour tout j € [1;n], on obtient le systeme :

A 0
A : =
An 0
Or A est inversible. Donc A\ = Xy = ... = A, = 0.

Donc la famille (xy, ..., x,,) est libre.

Cor. 22.8 :

1) Soient k € [0;n] et I € [0;n].
" ™ cos((k 4+ 1)x) + cos((k — 1)z)

(felf1) = J cos(kx) cos(lx)dx = J
Donc, si k ;Zl, -
1 ™
Af) = sin( (k41

(fulfi) = gy Lok + D), +
La famille est bien orthogonale.
De plus, pour k =1 # 0,

1 . s 1 T
(felfx) = E[sul(Q/m:)]_Tr + §[x]_7r =7
et, pour k =1 =0,
(folfo) =[], = 2n

™

2

1
2k — 1)

2) La famille F n’est donc pas orthonormale.

dx

[sin((k — l):r:)]:T = 0.

Pour la rendre orthonormale, il suffit de diviser chaque vecteur de la base par sa norme : la

famille

go:x € [—m;m —

9~
)

cos(kx)

s
est une famille orthonormale de C°([—;7]; R).

et Vk € [1;n],gx : & € [—m; 7] —

Cor. 22.9 : [[u+v+w|* = ||(1:3)]* = 1+ 9 = 10.
Jul® + [|o]|* + |w|* = 5+ 4 + 1 = 10.

Cependant la famille n’est pas orthogonale car toute famille orthogonale est libre et qu’en dimension

2, une famille libre possede au plus deux vecteurs.

Pour une famille de 4 vecteurs, il suffit de prendre par exemple u; = (1;0), us = (0;2), v = (0;2)

et w= (0;—1).
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Cor. 22.10 :

1)

2)

On définit sur Ry[X] 'application (P, Q) — (P|Q) = P(—1)Q(—1)+ P(0)Q(0)+ P(1)Q(1).
Symétrie : (P|Q) = P(-1)Q(-1) + P(0)Q(0) + P()Q(1) = Q(=1)P(-1) + Q(0)P(0) +
QLP(1) = (Q[P).

Linéarité a gauche : (aP; +bP|Q) = aP(—1)Q(—1) + aP,(0)Q(0) + aP(1)Q(1) +
bP(—1)Q(—1) + bP(0)Q(0) + b (1)Q(1) = a (P1|Q) + b (12[Q).

Par symétrie, c’est bien une forme bilinéaire.
Positivité : (P|P) = Z P(i

Définition : (P|P) = O :> P(—1)=P(1) = P(0) =0.
Or P est un polynome de degré inférieur ou égal a 2 qui possede strictement plus de 2

racines : c¢’est donc le polynome nul.
1

(P,Q)— (P,Q) = f P(1)Q(t)dt : il S’agit du produit scalaire canonique sur C([—1; 1], R).
—1
Les fonctions polynomiales étant continues et [—1; 1] étant un ensemble infini, ¢’est bien un

produit scalaire sur Ro[X| (I'égalité des polynomes et 1'égalité des fonctions polynomiales

assocides sont en effet identiques).

On utilise le procédé d’orthonormalisation de Schmidt en partant de la base canonique.

2 3 . . : :
P =1.]P|] =3 donc @ = Y est un vecteur normé pour le premier produit scalaire.

V2X

Py=X. P~ (P)Q)Q, =X —0=X et | X]]} =2 donc Q, =

famille orthonormée.

forme avec ()1 une

‘ ., 2
Py = X2 Py — (P5|Q1) Q1 — (P5]Q2) Q2 = X? — 3"
2
Enfin, X2—2 _L1.,4 1—2
3, 9 9 9 3
3V6X?% —2/6
Donc Q3 = V6 V6 forme avec )y et ()5 une base orthonormée de Ry[X].

Pour le second produit scalaire, on retrouve les polynomes de Legendre vus a I'exercice 22.4.

449



