CHAPITRE 21. DETERMINANT PCSI, 2019/2020

Théoréme 21.15 (Indépendance vis-a-vis de la base choisie)

Soit E' un espace vectoriel de dimension n, B = (b, ..., b,) et C = (¢4, ..., ¢,) deux bases de E,
f un endomorphisme de E.
Alors

det(MatB(f)) — det(Matc(f))

[ Démonstration ]

Définition 21.16 (Déterminant d’un endomorphisme)

Soit E/ un espace vectoriel de dimension fini. On appelle déterminant d’un endomor-

phisme le déterminant de sa matrice dans une base quelconque de E (on choisit la

méme base au départ et a l'arrivée).

Notation
| On note det f le déterminant de ’endomorphisme f.

II1.2. Propriétés

Propriété 21.17

Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie n, f et g deux endomorphismes de E.
On a les propriétés suivantes :
det(f) # 0 < f est un automorphisme de F;

det(f o g) = det(f)det(g);
det (f~') = ;
soit B une base de E, F une famille de n vecteurs de E :

dets(f(F)) = det(f) dets(F)

( Démonstration ]

Ex. 21.7 (Cor.)  Soit n € IN* et ¢ : {
Calculer det .

Corrections

1
Cor. 21.2 : Notons u = 0 et v =

A = det(u,u+v) = det(u, u) + det(u,v) = 04 1 car det(u,v) = det(I) = 1.
B = det(u + 3v, 2u + 4v) = det(u + 3v, —2v) en effectuant Cy < Cy — 2C}.
Donc B = —2det(u,v) — 6det(v,v) = —2.
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Enfin,
C = det(au + cv, bu + dv) = abdet(u, u) + ad det(u, v) + cbdet(v, u) + bd det(v, v) = ad — be.

Cor. 21.3:

) det(Cy — Ca, ..., Cppy — Cp, Cry — Cy) = det (CI — Cy,eeey Cpiy — G, Y G — ch)
k=1 k=1

= 0
Les deux déterminants sont égaux si et seulement si A est non inversible.

2) On utilise la multilinéarité du déterminant :

1 n - n (1 n o oo 1
2 2 .
det & = ndet &
I /) : 1
77/ P n/ n/ Kn/ .« e e n 1
(1—n 0 - 0 1\
0 2—n ..
= ndet : o0 ==l
: R
\ 0 N | 1]
a ap ap --- al\ (1 ay—a a—as --- al_an\
ai Qs Q9 -+ Qo 1 0 Ay —as -+- Gy — Gy
det| a1 ax a3 --- a3 = qapdet| 1 0 0 cre a3 — Ay
3) S : : : . :
a, ay as --- a"j Kl 0 0 0 ]
n—1
= all_[(ak:—i-l_ak:)
k=1
Cor. 21.4 :
r 1 - 1 x+n-1 zr 1 - 11
r 1 1
_ x T
1z . . .
e o N =(@+n—1)[ " . 11
1 1 : o r+n—1 : oox 1
1 oo oo 1 24n—1 1 «ee oo 11
r—1 0 0 1
r 1 1
) 0 r—1
1 =z .
Doncdet| ~— = = (r+n—-1) : .0 1]|=@+n-1)(z—
1 1 r—1 1
0 0 1
1)17,—1
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r 1 1
1 =z . .

2) A, = n’est donc pas inversible pour x =1let z =1 —n.
: 1

3) rg(A;) = 1 puisque toutes les colonnes de la matrices sont identiques.
Donc dim Ker(A4;) =n — 1.

Or les vecteurs e; =

(_11\

0

.y

(;\

, €2 =

y ey En—1 =

y

(1)

0

0

\ 1)

sont tous dans le noyau

et forment une famille libre.
Donc Ker(A;) = Vect(ey, g, ..., €41).

Pour x = 1 —n, le calcul de Ker(A,, 1) conduit au systeme :

(1 —n)u;+ Ug+ ... u, = 0
u+ (I —n)us+ ...+ Uy =
! ( ) ° S U = U = = Unp
ur+ us+ .+ (I1—-n)u, = 0

en faisant les opérations L; < L; — L;. Donc

est de dimension 1.

Ker(A,_,,) = Vect((1;1;...

Donc rg(A;_,) = n — 1 d’apres le théoréeme du rang.

;1))

Cor. 21.5 : En développant suivant la premiere colonne, on obtient :

ab 0 0 0
1 a+0b ab
det(M,12) = (a+b)det(M1)—| 0 1 0
; a+b ab
0 0 1 a+b

Donc det(M,,2) = (a + b) det(M,,11) — abdet(M,,).

On calcule det(My) et det(M;3) et on reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
an—i—l - bn—i—l

2 lorsque a # b et det(M,) = (n+1)a™ lorsque

La résolution conduit alors a det(M,,) =

a=b.

Cor.21.6: Dy(X)=(1+X?*)? - X? =1+ X2+ X"

Dy(X)=(1+X%3-2(1+X)X? =1+ X? + X+ XE.

On conjecture donc que D,,(X) est un polynome de degré 2n, plus particulierement que D, (X)
S, X%,

Pour le montrer, on développe suivant la premiere colonne et on obtient que D, o(X) = (1 +
XD, (X) — X%D,(X).
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On fait alors une démonstration par récurrence double :
I'enitialisation est faite aux rangs 2 et 3.
Heérédité : supposons que pour n > 2 donné, D, (X) = >77 X% et Dy y(X) = Z% X%,

Alors
Daa(X) = (14 X?)Dya(X) = X2D,(X)
”+1 n+2 n+1
- E e me
I S SR T
les autres termes s annulant.

Conclusion : la propriété est initialisée aux rangs 2 et 3 et héréditaire a partir de ces rangs, donc

¥n > 2, Dy(X) = > X
k=0

En particulier, il s’agit bien d’un polynome de degré 2n.

par récurrence double,

Cor. 21.7 : Commencons par traiter le cas n = 2.
En notant E; ; les matrices de la base canonique de M,,(C), on a
Y(Er) = By

w(ELz) = Ly,
V(Ea1) = B
V(Ea2) = Eao
1000
Donc la matrice de ¢ dans la base canonique est Mate () = g (1) (1) g
0001
1000
Donc det(¢)) = — 000 =—1.
0010
0001

Le cas général procede de la méme idée : en écrivant la matrice de ¢) dans la base canonique, on a
Y(E;;) = E;; (il y aura un coefficient 1 diagonal dans cette colonne)

Y(Eij) = Ej,; pour j # i.

Dans le calcul du déterminant de ¢, on devra donc échanger les colonnes correspondant aux

vecteurs de base E; ; et E;; pour se ramener a la matrice identité, ceci pour tous les couples (i, j)

n(n—1

oni<j.Orilya couples de cette sorte.

Donc det(¢)) = (—1)

n(n—1)
2
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