Maths - Chapitre 16

Ensembles, applications et dénombrement

I. Programme officiel

Dénombrement
CONTENU

CAPACITES ET COMMENTAIRES

a) Cardinal d'un ensemble fini

Cardinal d’un ensemble fini.

Cardinal d'une partie d’'un ensemble fini, cas
d’égalité.

Une application entre deux ensembles finis de
meme cardinal est bijective, si et seulement
si elle est injective, si et seulement si elle est
surjective.

Opérations sur les cardinaux : union disjointe
ou quelconque de deux parties, complémen-
taire, produit cartésien.

Cardinal de I'’ensemble des applications entre
deux ensembles finis, cardinal de 1’ensemble

des parties.

Notation Card A, |A| ou #A.

La formule du crible est hors-programme.

b) Listes et combinaisons

Nombre de p-listes (ou p-uplets) d’éléments
distincts d'un ensemble de cardinal n. Nombre
d’applications injectives d’un ensemble de car-
dinal p dans un ensemble de cardinal n.
Nombre de permutations d’un ensemble de
cardinal n.

Nombre de parties a p éléments (ou p-

combinaisons) d'un ensemble de cardinal n

Démonstration combinatoire des formules de

Pascal et du binome de Newton.

Raisonnement et vocabulaire ensembliste
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CONTENU CAPACITES ET COMMENTAIRES

b) Ensembles

Ensemble des parties d’un ensemble.

c) Relations d’équivalence

Fonction indicatrice d'une partie A d’un en- Notation 1 4.

semble F.

Image directe. Notation f(A).

Image réciproque. Notation f~(B).

Relation d’équivalence, classes d’équivalence. La notion d’ensemble quotient est hors pro-
gramme.

II. Ensembles et applications

II.1. Rappels

/Cardinal d’un ensemble fini

Nous avons déja défini (voir paragraphe I1.7. du chapitre 2) les notions suivantes.
Le nombre d’élément(s) d'un ensemble E fini est appelé cardinal de E.
C’est I'unique entier n € IN pour lequel il existe des bijections e : E — [1;n].
Chacune de ces bijections représente un ordre possible pour le dénombrement des éléments
de E : c’est une numérotation de ces éléments.
Le cardinal de E est noté Card E ou |E| ou encore #FE.
( Ona Card ) = 0.

v

Ex. 16.1 Soit E,, 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n € IN et dont les coefficients

valent 0 ou 1.
Calculer Card FE,,.

( Cor. 16.1
Commencons par écrire E' pour les petites valeurs de n.
n=0:E;={0;1}. Card Ey = 2.
n=1:FE ={0;1;X; X +1}. Card E; = 4.
n=2:E={0;LX;X+1;,X3X?+1;X?+ X;X?+ X + 1}. Card E, = 8.
L’observation de ces trois cas laisse augurer que Card E,, = 2",
Démontrons le par récurrence. L’initialisation est faite.
Hérédité : supposons que, pour n € IN donné, Card £, = 2",
Les polynomes de E,,,; sont
e ceux de degré n + 1, qui s’écrivent donc P = X" + (Q ot Q est de degré inférieur ou
égal a n et a des coefficients dans {0;1}.
Autrement dit, QQ € E, : il y a donc, par hypothése de récurrence, 2" polyndmes de
ce type.
e ceux de degré strictement inférieur a n + 1, c’est-a-dire de degré inférieur ou égal a n.
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C’est ’ensemble £, de cardinal 21,
Donc Card E,,,; = 271 4 2ntl = gn+i+l
Conclusion : la propriété est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc vraie

pour tout entier n € IN.

Ve . . .
Coefficients binomiaux

n
Les coefficients binomiaux . pour n € IN, k € [0;n] ont été introduits en terminale comme

le nombre de manieres de choisir k£ objets parmi n objets.
Nous les avons définis (voir paragraphe I'V. du chapitre 2) d'une fagon completement différente

en début d’année, notamment afin de donner et de démontrer la formule du binome :

n!
pl(n —p)!

VnE]N,VpE[[O,n]],(n):
p

Nous avons étendu leur définition dans le chapitre 9 sur les développements limités - au moment
ol nous avons obtenu le développement limité a l'ordre n en 0 de x — (1 + z)® - en posant

(coefficient binomial généralisé) pour o € R et p € N,

a—Fk
(a) Q( )_a(a—l)...(a—p+1)

p! I1x2x...xp

L’un des objectifs de ce chapitre est de montrer que les deux points de vue - celui de terminale
ol les coefficients binomiaux sont vus comme un outil de dénombrement, et celui de PCSI

ou ils sont vus comme un outil de calcul littéral et d’analyse - correspondent bien aux meémes

L nombres. )

11.2. Ensemble des parties d’un ensemble

cf Notation
Etant donné un ensemble E, on note P(E) I'ensemble des parties de E.
Autrement dit P(E) = {K, K C E}.
Notamment P(0) = {0} posséde un élément
et P({a}) ={0;{a}} posséde deux éléments.

Remarque

Pour écrire que A est une partie d’'un ensemble E on peut écrire
ACUFE : Aestinclus dans F

ou

A€ P(E) : A appartient aux parties de F
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Ex. 16.2 Soit E = {a;b; c}. Que vaut P(E)?

 Cor. 16.2 A

Les sous-ensembles (ou parties) de E sont :
e (), seule partie a 0 élément ;
e {a},{b},{c}, les trois parties a 1 élément ;
e {a;b},{a;c},{b;c}, les trois parties a 2 éléments;
e FE ={a;b;c}, la seule partie de F & 3 éléments.

 Done P(E) = {0. {a}. {8}, {} {a:b}. {asc}. {ic}. {asbic}).

I1.3. Image directe, image réciproque d’une partie

Soient E et F' deux ensembles et u : £/ — F' une application.

Définition 16.1 (Image directe)

Pour une partie A de E, on appelle image directe de A par u le sous-ensemble de F' défini
par {u(z),x € A} ={y € F,3x € A u(x) =y}

Autrement dit, c’est ’ensemble des images par u des éléments de A.

Notation
| On note u(A) I'image directe de A par u.

Remarque

Avec les notations précédentes :
e u(@)=10

e Si A= F, on obtient u(E) = Imu l'ensemble image de u.

f Important !

Ne pas confondre I'ensemble image u(£) = Imu et U'ensemble d’arrivée ' d'une application.
En effet u(E) = F <u est surjective.

Ex. 16.3 Soient F = {a;b;c}, F' = {r;s;t} et f: E — F définie par f(a) =1, f(b) =tet f(c)=1t.
Que valent f ({b,c}) et f(E)?

Cor. 16.3
f{be}) = {t} et f(E)={r;t}.

Définition 16.2 (Image réciproque)
Si B est une partie de F', on appelle image réciproque de B par u le sous-ensemble de F
défini par {z € E,u(x) € B}

Autrement dit, c’est ’ensemble de tous les antécédents des éléments de B.
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W Notation

| On note v !(B) l'image réciproque de B par .

f Important !

Cette notation préte a confusion puisque u~1(B) est toujours défini tandis que v ™!, bijection

réciproque de u, n’est définie que si u est bijective.

Remarque

Avec les notations précédentes :
e uH(D)=10
e u l(F)=F
Ex. 16.4 Soient £ = {a;b;c}, F = {r;s;t} et f: E — F définie par f(a) =r, f(b) =t et f(c) =1t.
Que valent £ ({r}). f~({s}) et 11 ({1}).
Cor. 16.4

Fry) =Aa}, F{s}) =0 et f7({1}) = {b;c}-

I1.4. Fonction indicatrice

Définition 16.3 (Fonction indicatrice d’une partie)
Soit E' un ensemble et A € P(E). On appelle fonction indicatrice de la partie A de E
I’application
E — {0;1}
Loy 2€A — Tyx)=1
¢ A — Ta(x)=0

Propriété 16.4

Etant donné un ensemble E et deux parties A et B de E, on a

1) 1 est 'application constante égale a 1. 5) A=B&1,=1p

2) 1p est Papplication constante égale a 0. 6) Lanp =14 x 15

3) Ve € E,0 < 14(x) < 1. 7 Lavp+lanp=14+15p
4) ACB&1,<1p 8) 1y=1—-14

P(E) — F(E,{0;1})

est bijective.
A = 1y

9) L’application ® : {

(" Démonstration

e Les trois premiers points sont évidents.

e Montrons que AC B 14 < 1.
Sens direct : supposons A C B. Six ¢ A, alors 1 4(x) =0 donc 14(z) < 1p(z).
Siz e A, alorsz € B donc 1a(z) =1g(x) =1et La(z) < Lp(x).
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Réciproque : supposons 14 < 1p.
Soit € A. T4(z) =1 < 1p(x) donc Ig(x) =1 et 2 € B. Donc A C B.
e A= B << 1, =15 se montre en utilisant deux fois la propriété précédente a A C B et
B C A
e Montrons que 1 g =14 X 15.
Siz e AN B, alors Tanp(z) = 1. Deplusx € Aet x € B donc 14(z) x Ig(x) =1 =
L anp(x).
Sinon, soit z ¢ A, soit ¢ B, donc 1 4(z) x 1g(x) =0 = 1anp(z).
Finalement 14,5 = 14 X 1.
e Les deux points suivants se montrent de fagon similaire.
P(E) — F(FE,{0;1})
A = 1y
Soit u € F(F,{0;1}) et A =u"1({1}).
Sixz € A alors u(x) = 1, sinon u(z) # 1 donc u(z) = 0.

e Montrons que P : est bijective.

Donc u = 1,4 donc ® est surjective.

9 De plus @ est injective et par suite bijective puisque A = B < 14 = 1. )

I1.5. Partition, relation d’équivalence

Définition 16.5 (Partition d’un ensemble)

Soit E'un ensemble et (A;);cp,,
On dit que cette famille forme une partition de E si

] une famille de parties de E.

p
i=1

Définition 16.6 (Relation d’équivalence sur un ensemble)

ExE — {VRAI; FAUX}
qu
(r3y) — xxy

Etant donné un ensemble E, on dit d’une relation =<: { e

c’est une relation d’équivalence si elle est
o réflexive : Vo € E,x < x (est vrai);

o symétrique : V(r;y) € B  x <y =y < x1;

e transitive : V(zr;y;2) € B, (v xyety < 2) = r < 2.

Ex. 16.5 Nous connaissons déja de nombreuses relations d’équivalences. L’égalité (de réels, de
complexes, d’ensembles, d’applications, etc...) en est toujours une.
En citer d’autres.

Cor. 16.5
L’équivalence logique est une relation d’équivalence.
L’équivalence de fonctions, I’équivalence de suites, I’équivalence par ligne des systemes linéaires,

etc. ..
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Définition 16.7 (Classes d’équivalence)

Etant donnés un ensemble E, une relation d’équivalence < sur E et un élément = de E, on

appelle classe d’équivalence de x V'ensemble {y € E,y < x}.

gf Notation

| On note souvent & = {y € E,y < 2} la classe d’équivalence de .

Proposition 16.8

L’ensemble des classes d’équivalence d’une relation d’équivalence sur £ forme une partition de
E.

( Démonstration
Soient & et y deux classes d’équivalence.
e Si &Ny #0, alors par transitivité (et symétrie) de la relation d’équivalence, & = 9.
e Sinon, 2Ny = .
Donc deux classes d’équivalence distinctes sont disjointes. Et la réunion des classes d’équi-

valence de F est E puisque tout élément de E est dans sa propre classe d’équivalence par

réflexivité de la relation d’équivalence. )

III. Cardinal d’une partie d’un ensemble

III.1. Cardinal et fonction indicatrice d’une partie

Lemme 16.9

Soit E un ensemble fini et A une partie de F.

Card A = Z Ta(x)

reR

Conformément au programme officiel, cette propriété, tres intuitive, est admise sans démonstration.

II1.2. Cardinal d’une partie

Proposition 16.10
Si F est un ensemble fini et A C E alors

Card A < Card F et CardA=CardE < A=F

/Démonstration

e Card A = Z]IA(x) < Z 1= Card E.
el

rxelR
e SiA=F, Card A = Card E.
Sinon, il existe xg € E, 19 ¢ A d'ott 1 4(2) =0 < 1.
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L Donc CardA:Z]lA(I) < leCardE. J

reklk rekl
Done Card A = Card E <& A= FE.

I11.3. Opérations sur les cardinaux

Proposition 16.11
Soient E' un ensemble et A et B deux parties de E.

Card(A U B) = Card A + Card B — Card(A N B)

En particulier,

Card(AU B) < Card A + Card B

Card(AUB) = Card A+ CardB& ANB =10
et Card A = Card E — Card A.

 Démonstration h
Card(AUB) = Z Taus(z) = Z La(x)+ Z 1p(z) — Z Lang(x) donc
rzel rxell rzel el
§ Card(AU B) = Card A + Card B — Card(A N B). )
Proposition 16.12
Si (Ai)icu,pp €St une partition d’un ensemble E fini, alors
p
Card B = »  Card 4;
i=1
/ D ’, .
émonstration
9 C’est un corollaire de la proposition précédente que I'on démontre par récurrence sur p. j

Proposition 16.13
Si E et F sont deux ensembles finis, alors E x F est fini et Card(E x F') = Card E x Card F.

4 Démonstration A

Soient n le cardinal de E et b: E' — [1;n] une bijection associée.

ExF = (U {b_l(i)}) x F = U ({b7'(i)} x F) est une partition de E x F donc
i=1 i=1
Card E x F = Z Card({b_l(i)} X F) d’apres la proposition précédente, d’ou
i1

Card E x F=ZCardF= nCard F = Card E x Card F.

i=1
Une fagon plus simple de se représenter ce résultat consiste a se représenter les éléments de

E x F, c’est-a-dire les couples formés d’un élément de E et d’un élément de F
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comme les cases d'un tableau ol chaque ligne correspond a un élément de E et chaque colonne

a un élément de F' :

fi for || S
er | (exs fr) | (ensfo) | oo | (exs /o)

es | (e2;f1) | (e2;f2) | .. | (e2;fp) | Le nombre d’éléments de E x F est le nombre de cases

en | (ens f1) | (en; fo) | -+ | (ensfp)
\du tableau, c¢’est-a~-dire n x p = Card £ x Card F'.

Corollaire 16.14
Pour p € N*, Card (E?) = (Card E)?.

I11.4. Principe additif, principe multiplicatif

" N
. Méthode

Le principe additif de dénombrement est I'utilisation des formules 16.11 et 16.12 aux pro-

blemes de dénombrement. Il s’utilise lorsque 1’on cherche a dénombrer des ensembles vérifiant
une ou plusieurs propriétés données : choisir les éléments vérifiant une premiere pro-
priété ou une seconde propriété ou...

Graphiquement, on représente ces problemes par des diagrammes de Venn (cf. chapitre 1
section II1.7.).

Le principe multiplicatif de dénombrement est I'utilisation de la propriété 16.13 et de son
corollaire aux problemes de dénombrement. Il s’utilise lorsque 1'on cherche a dénombrer des
ensembles résultant de choixr successifs : on choisit un premier élément PUIS un deuxieme
élément PUIS. ..

Graphiquement, on représente ces problemes par des arbres de choix.

- /

Ex. 16.6 Combien y a-t-il de mots possibles formés avec 2 lettres de 'alphabet ?
Combien y a-t-il de mots de 2 lettres commencant par la lettre a ou se terminant par la lettre z.
Combien y a-t-il de mots de 2 lettres distinctes?

Cor. 16.6
On note A I'alphabet, Card A = 26.
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Les mots de deux lettres sont les éléments de £ = A x A, il y en a donc 26 x 26 = 26°.
Notons A C F l'ensemble des mots de deux lettres commencant par a et B C E l'ensemble
des mots de deux lettres se terminant par z.
[’ensemble des mots de deux lettres commencant par a ou se terminant par z est AUB, il y
en a donc
Card AU B = Card A+ Card B— Card AN B =26+ 26 — 1 = 51.
L’ensemble C' des mots de deux lettres distinctes et 'ensemble D des mots de deux lettres
identiques forment une partition de E. Donc

\CardC = Card EF — Card D = 26 x 26 — 26 = 26 x 25.

/

IV. Cardinal et applications entre ensembles finis

IV.1. Applications entre ensembles finis

Théoréme 16.15 (Cardinal et applications)

Soient E et F' deux ensembles finis, f € F(E, F).

CardE > Card f(E) et CardE = Card f(E) < f est injective.
Si f est surjective, alors Card E > Card F.

Si f est injective, alors Card F < Card F'.

Si f est bijective, alors Card EF = Card F.

4 Démonstration

o £ = U f'({y}) forme une partition de E car x: (x,2') € E? = 2 < 1’ & f(x) =

yef(E)
f(2) est une relation d’ équivalence (laissé en exercice).

Donc Card £ = Z Card f'({y}) Z 1 = Card f(E) d’apres la proposition

yef(E) yef(E)
16.12

avec égalité si et seulement si Vy € f(E), Card f~!({y}) = 1, ¢’est-a-dire si et seulement
si f injective.

e Si f est surjective alors F' = f(FE) donc Card E' > Card F' d’apres le point précédent.

e Supposons f injective. Alors d’apres le premier point, Card £ = Card f(F) < Card F
d’apres la proposition 16.10.

e Si f est bijective, elle est injective et surjective, donc Card F' < Card ' < Card F' donc
Card F = Card F.

- /

Théoréme 16.16 (Applications entre ensembles de méme cardinal)

Soient F et F' deux ensembles finis, f € F(E, F). Si Card E = Card F alors
(f injective) < (f surjective) < (f bijective).
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/Démonstration )

e Si f est bijective, elle est par définition injective et surjective. Il suffit donc de démontrer
que si f est surjective alors elle est injective et réciproquement.

e Supposons [ injective. Alors Card E = Card f(E) = Card F' donc f(FE) = F d’apres la
proposition 16.10. Donc f est surjective.

e Supposons f surjective. Alors Card f(FE) = Card F = Card E donc f est injective
d’apres le théoreme précédent.

- /

f Important !

| Ce théoréme est faux si E et F n’ont pas le méme cardinal ou s'ils sont infinis.

4 " I
);Q*/ Méthode

Le théoreme 16.15 s’utilise de la fagon suivante : pour dénombrer un ensemble fini, on peut
montrer qu’il existe une bijection entre cet ensemble et un ensemble dont on connait le nombre
d’éléments.

En pratique, on ne justifie pas qu’il s’agit effectivement d’une bijection et on rédige simplement

par

« Il y a autant de. .. »

- /

Ex. 16.7 Combien un n-gone (c’est-a-dire un polygone a n c¢otés) convexe (c’est-a-dire sans angle
« rentrant ») possede-t-il de diagonales ?

/Cor. 16.7 A

Numérotons les sommets M; du polygone (c’est-a-dire choisissons une bijection de I'ensemble
des sommets vers [1;n]).
Il y a autant de vecteurs diagonaux ]W]\] que de couples (i;7) € [1; n]]2 tels que ¢ — j #
-1
0 [n] (c’est-a~dire qu'il existe une bijection entre les vecteurs diagonaux et ces couples).
1
En effet, si i = j, ]\m = 0 n’est pas un vecteur diagonal et si i — j = +1 [n], [M;M,] est un
coté du polygone.
Or pour toute valeur de ¢ € [1;n], il y a n — 3 valeurs de j € [1;n] vérifiant ces conditions.

Il y a donc n(n — 3) vecteurs diagonaux.

Or pour chaque diagonale [A;M;] il y a deux vecteurs diagonaux ]\/LM; et M; M; : doncily a
n(n —3)
2
Exemples : il n’y a aucune diagonale dans un triangle,

diagonales dans un n-gone.

= 2 diagonales dans un quadri-

X
. 2
latere, etc. ..
- J

IV.2. Corollaire : principe des tiroirs ou principe de Dirichlet
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/ o7 \
);\:«A Méthode

On appelle principe des tiroirs ou principe de Dirichlet le principe selon lequel

« Si on range n objets dans p tiroirs avec n > p, alors il y a au moins un tiroir contenant deux
objets ou plus. »

Ce principe est la contraposée du théoreme 16.15 :

E et F deux ensembles finis, f € F(FE, F), si Card E > Card F' alors f n’est pas injective.

En pratique, dans des exercices aux énoncés similaires, on démontrera la contraposée de

I’énoncé.
o /)

Ex. 16.8 Montrer que dans un groupe de 25 personnes, il en existe au moins 3 qui sont nées le
meme mois.

(" Cor. 16.8 A

On démontre la contraposée : supposons que quel que soit le mois de 'année, pas plus de
2 personnes ne soient nées durant le mois. Alors le nombre de personnes dans le groupe est

inférieur a 2 x 12 = 24. Donc dans un groupe de 25 personnes, il en existe au moins 3 qui sont

\nées le méme mois.

/
IV.3. Nombre d’applications entre deux ensembles finis
Théoréme 16.17
Si E et F sont deux ensembles finis non vides, alors F(E, F') est un ensemble fini et
Card F(E, F) = Card Fed%
(" Démonstration B

Numeérotons les éléments z; de E avec i € [1;n].
Définir une application u € F(E,F), c’est donner, pour chaque x; € E, la valeur
de u(z;) € F.
Autrement dit, choisir une application u € F(FE, F'), c’est :
e choisir u(z;) € F : il y a Card F' = p choix possibles;
e PUIS choisir u(zy) € F : il y a p choix possibles;

e PUIS choisir u(z,) € F :ily a Card F' = p choix possibles.
\Donc Card F(E, F) = p" = Card(F)%rd¥,

Remarque
En notant n = Card E, il y a donc autant d’applications dans F(FE, F') que de n-uplets

dans F™.

Cest la raison pour laquelle F(E, F') est aussi noté F'Z.
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IV.4. Cardinal de ’ensemble des parties

Théoréeme 16.18

Soit £ un ensemble fini de cardinal n. Alors I'ensemble P(E) des parties de E est fini et son

cardinal vaut
Card P(E) =2"

(" Démonstration R
D’apres la propriété 16.4, & : A € P(E) — ®(A) = 14 € F(E,{0;1}) est bijective donc
Card P(E) = Card F(E, {0;1}) = Card{0; 1}ard¥ = 2n,

Autrement dit, choisir une partie A de E, c’est choisir une application u de E dans
{0;1} telle que u(z) =1 six € A et u(r) =0 si x ¢ A.

Il y a donc autant de parties de E que d’applications de E dans {0;1}.

\Donc Card P(E) = Card F(F, {0;1}) = Card{0; 1}“ard¥ = 2,

V. Listes

V.1. p-listes d’éléments distincts d’'un ensemble

Définition 16.19

Soit £/ un ensemble et p un entier.

p-liste d’éléments de E, p-uplet d’éléments de E et famille de p éléments de E
sont des synonymes.

On appelle p-liste d’éléments distincts de E tout p-uplet (x;)
V(i;j) € [L1;n],i#j = a; # ;.

Plus simplement, ce sont les listes de p éléments de E, sans répétition possible d’un

ieqip) de B vérifiant

méme élément.

Théoréme 16.20

Le nombre de p-listes d’éléments distincts d’un ensemble E de cardinal n vaut

n!

AP =0sip>n AP =
(n —p)!

n

sip<n

(" Démonstration A
eSi p > n, le principe de Dirichlet nous permet d’affirmer qu’au moins deux ¢léments de la
liste seront égaux : AL = 0.

oSi p < n, on fait une démonstration par récurrence finie sur p.

Initialisation : si p =0, la liste vide convient donc A% = 1.

Si p =1, toute liste de 1 élément de E convient donc Al = n.

Hérédité : supposons la propriété vraie au rang p strictement inférieur a n et démontrons-
n!

la au rang p +1 < n. On a donc AY = :
(n—p)!
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Il y a autant de facons de choisir une liste a p 4+ 1 éléments distincts que de facons de choisir

ses p premiers éléments puis le p + 1°™¢distinct des p premiers.

n! x (n—p) n! n!

Donc AP = AP x (n—p) = = = .
N T T e N TR

Conclusion : la propriété est initialisée en p = 0 et héréditaire tant que p + 1 < n, elle est

donc vraie pour tout p € |0;n].
L p p € [0;n] J

V.2. Nombre d’injections entre deux ensembles finis

Théoréme 16.21

Soient E et F' deux ensembles finis non vides. On note n = Card £ > 0 et p = Card F' > 0.
Alors le nombre d’injections de F' — E est A?.

/Démonstration )

11 suffit de remarquer que définir une injection c’est donner la liste de ses images distinctes

(puisqu’il s’agit d’une injection). Il y a donc autant d’injections de F' dans E que de Card F-

\listes d’éléments distincts de E.

/)
V.3. Nombre de bijections entre deux ensembles finis
Théoréme 16.22
Soient E et F' deux ensembles non vides finis de méme cardinal n € IN*.
Le nombre de bijections de E dans F vaut A7 = n!
/Démonstration )

Les deux ensembles ont méme cardinal donc toute injection est bijective. Donc le nombre de

bijections est égale au nombre d’injections et vaut
n! n!
Al = ——— = — =nl.
" (n—mn) 1
- /

Définition 16.23

Dans le cas particulier ou E = F, les bijections sont appelées permutations de E. Le nombre

de permutations d'une ensemble F de cardinal n € IN* est donc n!.

ﬂ Notation
L’ensemble des permutations d'un ensemble fini £ est noté &(E).
L’ensemble des permutations de [1;n] pour n € IN* est noté &,,.
Les permutations d’un ensemble fini se notent de la fagon suivante : on écrit sur une ligne les

éléments de E, et sous chaque élément, son image.
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Ex. 16.9 Soient I'ensemble E = {a,b,c} et la permutation ¢ = ( Z 2 Z )
Calculer ¢ o ¢(a), ¢ o ¢(b), ¢ o p(c). Que vaut ¢po¢?

Cor. 16.9
b0 ¢(a) = 6(c) = a, o ¢(b) = B(b) = b, $0 9(c) = ¢(a) = c. Donc G o ¢ = idy.

V1. Combinaisons

VI1.1. Définition

Définition 16.24

Sous-ensemble, partie, combinaison sont des synonymes. Plus précisément :
Soit E un ensemble fini de cardinal n € IN. Soit p € [0, n].

On appelle combinaison de E tout sous-ensemble de E.

De méme, on appelle combinaison de p éléments de E tout sous-ensemble de E de cardinal

p-

V1.2. Expression du nombre de combinaisons

Proposition 16.25
Pour CardE=ne€ Netpe€ [0;n],ilya

combinaisons de p éléments de F.

( Démonstration
|
Si p = 0, le seul sous-ensemble de E & 0 élément est () et ﬁ =1
I(n —0)!
Sinon, choisir une injection de [1;p] dans E consiste a choisir son image A C E PUIS a
choisir une bijection de [1;p] dans A.
On applique alors le principe multiplicatif :

eil y a p! bijections de [1;p] dans A;

eilya ( " ) combinaisons A de p éléments de E';
p

eil v a donc p! x ( " ) = AP injections de [1;p] dans E.

D

n AP n! .
Donc =— == combinaisons de p éléments de E.
L p pt pl(n—p)! )
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Propriété 16.26

—1 —1
Vn € IN*,V¥p € [1;n] ,( " ) = ( " ] ) + ( " ) : démonstration combinatoire.
p p—= p

4 Démonstration h

On partitionne ’ensemble des combinaisons de p éléments de E en celles comprenant un

élément xg € F fixé, et celles ne comprenant pas zy. On utilise alors la proposition 16.12.

/
Corollaire 16.27
Vn € N, kZ:)( Z ) = 2" : démonstration combinatoire.

~

4 Démonstration

11 suffit de remarquer que la relation =< définie sur P(E) par A < B < Card A = Card B est

une relation d’équivalence. Elle partitionne donc P(E) comme réunion des combinaisons de p

éléments avec p € [0; n]. )

Ex. 16.10 On appelle partition d’un entier n strictement positif toute écriture de n comme
somme d’entiers strictement positifs.

Par exemple, il y a quatre partitions de 3 quisont : 3=24+1=1+2=1+1+1.

Ou encore, il y a huit partitions de 4 qui sont : 4 =34+1=242=24+14+1=14+3=1+2+1=
1+1+2=14+14+1+1.

Montrer qu’il y a 2" ! partitions de n € IN*.

(" Cor. 16.10
Soit n € IN*. On note sous la forme d’une liste toute partition de cet entier : par exemple,
142+ 34 1 qui est une partition de 7 est notée (1;2;3;1).
Soit P, 'ensemble des partitions de n et P, 'ensemble des parties de [1;n].

Soit ¢ : P, — P, qui a une partition u de n associe ’ensemble des sommes partielles Z uj. ¢
j=1
est une bijection, puisque qu’étant donné une partie de [1;n], on peut retrouver la liste dont

elle est I'image en effectuant les différences consécutives des éléments de cette partie.
Par exemple ¢((1;2;3;1)) = {1;3;6; 7} et pour retrouver la liste dont cet ensemble est I'image
il suffit d’écrire (1;3 —1;6 —3;7—6) = (1;2;3; 1).

\Il y a donc autant de partitions de n que de parties de [1;n], ¢’est-a-dire 2"~ )

Ex. 16.11 Dénombrement des mains de poker
Dénombrer I'ensemble de toutes les mains de 5 cartes choisies parmi 52, ’ensemble des mains
comportant une unique paire, comportant deux paires, comportant un brelan, etc...On rappelle
que :
e une quinte flush est constituée de 5 cartes de la meme couleur dont les hauteurs se suivent.
Remarque : I’As est considéré a la fois comme la plus petite et la plus grande hauteur de
carte.
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e un carré est constitué de 4 cartes de meéme hauteur et d’une cinquieme carte quelconque.

e un full est constitué de 3 cartes de meéme hauteur et de 2 autres cartes de méme hauteur
(différente de la premiere).

e une couleur est constituée de 5 cartes de méme hauteur dont les hauteurs ne se
sutvant pas.

e une sutte est constituée de 5 cartes dont les hauteurs se suivent mais ne sont pas de
la méme couleur.

e un brelan est constitué de 3 cartes de méme hauteur, et de deux autres cartes quez ne
forment ni carré ni full.

e une double-paire est constituée de 2 cartes de méme hauteur, 2 autres cartes de meéme
hauteur (différente de la premiere) et d’'une cinquieme carte de hauteur différente.

e une paire est constituée de 2 cartes de meéme hauteur, et de trois autres cartes quelconques
qut ne forment aucune des mains ci-dessus.

(" Cor. 16.11 h

e choisir une quinte flush c’est :
1) choisir la hauteur de sa plus petite carte (de ’As au 10) : 10 choix possibles;
2) PUIS choisir sa couleur : 4 choix possibles.

En tout, il y a donc 40 mains conduisant a une quinte flush.

e choisir un carré c’est :
1) choisir sa hauteur (de I’As au Roi) : 13 choix possibles;
2) PUIS choisir la cinquicme carte : 48 choix possibles.

En tout, il y a donc 48 x 13 = 624 mains conduisant a un carré.

e choisir un full c’est :
1) choisir la hauteur du brelan : 13 choix possibles;

2) PUIS choisir la hauteur de la paire : 12 choix possibles;

4
3) PUIS choisir les couleurs des 3 cartes du brelan : ( 5 ) = 4 choix possibles;

4
4) PUIS choisir les couleurs des 2 cartes de la paire : ( ) = 6 choix possibles.

En tout, il y a donc 13 x 12 x 4 x 6 = 3744 mains conduisant a un full.

e choisir une couleur c’est :

1) choisir la couleur : 4 choix possibles ;

1
2) PUIS choisir les hauteurs des 5 cartes : ( 53 ) = 1287 choix possibles.

A cela, il faut oter les quinte flush qui sont des couleurs particulieres.
En tout, il y a donc 4 x 1287 — 40 = 5108 mains conduisant a une couleur.

e choisir une suite c’est :

1) choisir la hauteur de sa plus petite carte : 10 choix possibles;
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2) PUIS choisir les couleurs de ses 5 cartes (de la plus petite a la plus grande) :
45 = 1024 choix possibles.

A cela, il faut oter les quinte flush qui sont des suites particulieres.
En tout, il y a donc 10 x 1024 — 40 = 10200 mains conduisant a une suite.

e choisir un brelan c’est :

1) choisir sa hauteur : 13 choix possibles;

4
2) PUIS choisir les couleurs des trois cartes du brelan : ( 5 ) = 4 choix possibles;

12
3) PUIS choisir les hauteurs (distinctes) et couleurs des deux autres cartes : ( 5 ) X

4% = 1056 choix possibles.

En tout, il y a donc 13 x 4 x 1056 = 54912 mains conduisant a un brelan.

e choisir une double-paire c’est :

13
1) choisir les hauteurs (distinctes) des deux paires : ( 5 ) = 78 choix possibles;

2
4
2) PUIS choisir les couleurs des cartes de chaque paire : ( 5 ) = 36 choix possibles;

3) PUIS choisir la carte restante : 44 choix possibles.

En tout, il y a donc 78 x 36 x 44 = 123552 mains conduisant a une double-paire.

e choisir une paire c’est :

1) choisir sa hauteur : 13 choix possibles;

4
2) PUIS choisir la couleur de ses deux cartes : ( ) ) = 6 choix possibles;

3) PUIS choisir les hauteurs (distinctes) et les couleurs des trois autres cartes :

12
( ; ) x 4% = 14080 choix possibles.

En tout, il y a donc 13 x 6 x 14080 = 1 098 240 mains conduisant a une paire.
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