Maths - DS n°5 - Lundi 11 mai, 2 heures

Correction DS n°5
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Exercice 1.
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1 01

Dans les questions suivantes - a l’exception de la derniére question - on consi-

dére que n = 3.

101\
rg(N) = g 1 11
10 1)

101\

= rg| 0 1 0
00 0)

en effectuant les opérations Lo <— Lo — Ly et L3y < Ly — L.
Cette derniere matrice est réduite par ligne, possede deux pivots, donc rg(N) = 2.
dimIm N =rg(N) = 2.

Il suffit donc de donner deux vecteurs non coliné¢aires de Im N pour obtenir une base de cet

espace.
1 0

Or les deux premieres colonnes de N, C; =1 1 et Co =1 1 | sont deux vecteurs non
1 0

colinéaires de Im N.

Donc B = ((1;1;1);(0;1;0)) est une base de Im N.

dimKer N = 3 —rg(N) = 1 d’apres la version matricielle du théoreme du rang.

1 01 -1 0
1 11 0 =10
1 01 1 0

Comme de plus dim Ker N = 1, la famille 7 = ((—1;0;1)) est une base de Ker N.

Soit ¢ I'endomorphisme canoniquement associé a N. On note C = (e, ..., €,) la base cano-
nique de R™.

1
a) ¢(e1) = e + eg +e3 = (1;1;1) puisque la premiere colonne de N est C; = | 1
1
b) De méme, ¢(e3) = d(e1) = €1 + €3 + es.
0
c) Enfin, ¢(eq) = ey puisque la deuxieme colonne de N est Cy = | 1



d) poopler) = dler +ex+e3) = dler) + d(ea) + ¢(es) par linéarité.
Donc ¢ o ¢(e1) = 2e1 + 3eq + 2e5 = (2;3;2).

e) pododde)=d*(er) = (2e; + 3ea + 2e3) = 2¢(e1) + 3p(e2) + 2¢(e3) = (4;7; 4).

f) Soit p € IN*. On souhaite calculer ¢”(e;).
Les questions précédentes permettent de conjecturer que ¢(e;) = (2P=1; 2P — 1;2P71).
L’enitialisation est faite.
Faisons I"hérédité.
Supposons que pour p € IN* donné, on ait ¢P(e;) = (2P71; 2P — 1;2P71),
Alors ¢P™H(e1) = ¢ (2P 520 — 1;2071) = 277 (e1) + (2P — 1) @(e2) + 27 'd(es) par linéa-
rité.
Donc ¢P'(ey) = (2P;2P + 2P — 1;2P) en remplagant ¢(e1), ¢(ea) et ¢(e3) par leurs ex-
pressions.
Donc ¢ (eg) = (27; 20T — 1;2P), ce qu'il fallait démontrer.

La propriété est initialisée au rang 1, héréditaire a partir de ce rang, donc

Vp € N*, ¢P(eq) = (207120 — 1,20 )

g) ¢ est lapplication linéaire canoniquement associée a N.
En notant C la base canonique de R?, on a donc N = Matc(¢).
Donc NP = Mate (¢7).
Or ¢(ey) = ¢(e3) done @P(ey) = ¢P(ez) = (20127 — 1; 2P~ 1) d’une part,
et ¢(eq) = ey done @P(ey) = ey d’autre part.

Done
or—1( or-1
VpeN*, NP =1 20 -1 1 2¢p -1
or—1 ¢ or-1

7) On démontre de méme, pour n > 3 entier quelconque, que :

e rg(N)=n-—1;
e une base de Im N est donnée par les n — 1 premieres colonnes de NV ;
o dimKerN=n—-(n—1)=1;
e une base de Ker N est donnée par le vecteur (—1;0;...;0;1) € R";
n
o fler) =¢ley) =er+er+...+e, = Zek;

k=1
e pour k € [2;n— 1], d(ex) = ey ;

o pog(er) =2e; +3es+ ...+ 3en_1 +2¢, = (2;3;...;3;2);
o $3(er) = (4;7;..:T;4);
o Vp e N ¢(e)) = (2071520 — 1552 — L;207);



-4

e enfin,

[ 271 0 0
?-11 0
? -1 0 1
Vp € N*, N, =
210 0
2?10 0
\ 227" 0 0

Exercice 2.

0 0 201
0 0 2°—1
0 0 2°—1
10 20—1
0 1 2°—1
0 0 20t |

€ M,(R)

—_ C
—— Asymptote oblique
----- Tangente a l'origine

4 -2 0




3) f possede un développement limité a l'ordre 3 (donc a un ordre supérieur ou égal a 1) en 0.
Donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0 (terme constant du déve-

loppement limité).

4) De plus, ce prolongement est dérivable et f’(0) = 0 (coefficient du terme de degré 1 du

développement limité).

3

5) L’équation de la tangente en 0 a Cy est donc y = 0 et f(x) = 5 + o (%) est du signe de
T—

x? au voisinage de 0.

Donc C; est au-dessus de sa tangente en 07

et Cs est en-dessous de sa tangente en 0~.

1
6) Développement asymptotique : on pose h = — — 0.

T r—+oo
1+-4L -1
fa)=f(3) = ( - )
h
1
= h,xﬁ(\/h,u — h?)

_ 1 ht 4 2
- (1+2;h(—)>0(h)_h)

h
= l—h,—|—h—+ o (h?)
1h 5 2 h—0
ey L2 1
Doue f(x) = v~ =+ =+ o (&)

Donc la droite d’équation y = = est asymptote oblique a la représentation graphique de f

au voisinage de 400 et au voisinage de —oo.

7) [ est une fonction impaire. Il suffit done de I'étudier sur [0; +oo.

De plus f est continue sur R, f(0) =0 et lim f(z) =400 (car f(z) =2+ o (z)au
T—>+00 T—+00

voisinage de +oc).
Donc f([0; +oc]) = [0; +oc], et comme f est impaire, f(R) = R.
Donc f est surjective de R dans R.
Pour montrer qu’elle est bijective, il suffit de montrer qu’elle est injective. La fonction étant
continue, ceci équivaut a montrer que f est strictement monotone sur R.

Or f est dérivable sur R, de dérivée nulle en 0, et
43 ,

Y o
2\/14_7.1/ 1+uL +1_.L4_1+ /1+ZL'4> ZL'Q >0
x? 2y/1 + 24 - V14 2t '

Donc " > 0 sur R, ne s’annule qu’en 0, donc f est strictement croissante sur R, donc

Vo >0, f'(z) =

injective.

f est bien une bijection de R dans R.

Exercice 3.

On définit la suite u de RN par

UQ=1 et ‘v’nE]N,unﬂzun—km



2)

3)

ot
~—

7)

1
Pour tout entier n, upy 1 — u, = m > 0.
n !

Donc u est strictement croissante.
n
1 ,
Montrons que Vn € N, u,, = Z Pl par récurrence.
k=0 """

Initialisation :

— 1 1
pourn=0,u0=16tkz(;aza=l.
Hérédité :

Supposons la propriété vérifiée pour un entier n donné.
1 B 1
(n+1)!  (n+1)

n—+1
Donc u,.1 = Z —, ce qu’il fallait démontrer.
Py k!

— 1
Upt1 = Uy + + Z i par hypothese de récurrence.
k=0

n
. ) 1
Concluston : pour tout entier n, u, = Z —.
k!
k=0
Pour tout entier n € IN*, on note v, = u,, + ——.
. n X n!
Soit n € IN.
N 1 1

Upi1 — Up = Upiq — U — :

mrbe T I T ) x (4 1) noxon!
Donc

n(n+1) n (n+1)?
Up4+1 — Up = -
| | |
ngn +1) x (n + D nn+1)x(n+1)! nn+1)x(n+1)! Finalement.
_on tn+n—n"—2n—1
nn+1) x (n+1)!

Upi1 — Uy = .

n+1 n n(n + 1)(n + 1)'
La suite v est décroissante, comme conséquence directe de la question précédente.

— 0.
n X n! n—stoo

es deux suites sont adjacentes et le premier terme de v, ¢’est-a-dire vy majore la suite w.
Ces deux suit nt adjacentes et le premier terme de v, ¢’est-a-dire v, majore la suit

u est croissante, v est décroissante, de plus v, — u,, =

Enfin, u est donc convergente, tout comme v, et leurs limites sont égales.



